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Дноференизальная реонетрфя занимается изузентемь овойствь 

геометризескихь фориъ съ поноввю. методовъ анализа безконечно- 

малых. 

Гдава ТГ. 

ТЕОР1Я ПЛОСКИХ КРИВЫХЪ. 

1. Кака извфстно из аналитической реонетр1и, пронавольная 

плоская лин]я ( черт. 1) въ Декарто- 

выхз пряноургольннхт координатахз Х,У, 

сиредвлязтся одним ур-1еиф, которое 

исженъ предполагать или разофшенныхъ 

озвосительно и: 

Е и... 1). 

Черт. 1 ИЛИ В ВИД: 
= 
«Ри = 9 «еее еевненань #2), 

Возножно также опредфлить плоскую кривую двумя ур-аяни; 

именно, координати Х и У тозекъ кривой ногутз быть выражеви въ 

функцаи произвольнаго паранетра # 

- И) | 

Яенцти 3. 0. Профессора Яноста 1-1 

Д, Взорова. Ли. Намонтова. 
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Исключая изъ ур-1я (8) параметр$ &  возвранаенмся къ одному 

ур-3ю вида (2 ). 

Реометричеси1я мёфота точекъ, координаты которихь удовлет- 

воряють уравнензянь вида (1), (2} и (8), привято назя-- 

вать лин1яма,, каковы бы ни били фувкадя Я, й , р , 

входяшя в® соотвётотвующя ур-1я; но. слфдуеть замётить, что 

при полномъ произволф упомянутихь функций, ми можемъ придти 

к5 геонетризескииь ифстанъ, совершенно не соотвфествующииь то. 

му непосредотвеввому прелотавлев1ю, которое ми иифемь о линди, 

какЪ о геометрической форм одного изиёрен1я. 

Фак$ положим, Что зупкня 1) опредёляется услов1яии 

1, при (4) рацтональнонъ 

х\х Ьа >ч чу Е =0 , ари (Хх) иррац1ональнонъ 

и разомотримь ур-1е У= К х) отвосительно пряноуголь- 

=сй Декартовой сисчены координать Х в У, 

Легко видфть, что геометрическое и$- 

сто, опредфляеное нашииз ур-1емъ состойтъ 

{ черт. 2) изъ совокупности точекъ сх ра- 

нзональными абопиосани на пряной парал - 

лельной оси Х и ототоящей отъ нея на раз- 

Черт. 8 стоян1и = 1, и изъ совокупвости точеку 

[9 пррацтовальныии абоциосани на оси Х ; такииъ обравомь не- 

прернвной лин1и ны не получаемз, 

Функтя 1 Х }, разсмотрённая нами в$ предидутеме примф- 

р, при непреривкомъ изыфненти перемённаго (Х }, измёняется 
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скачками. Для того, чтобы кривая, опредёляеная ур-1ями. (1), 

(2) или {8}, была непреривна, приходится устранить изъ раз 

снотрён1я функц1и, подобняя выше приведенной и наложить на фунн 

аз 7 „р ви входящая въ ур-1я (1), (2) # (3 }, нко- 

зоров ограничен1е, а именко потребовать, чтобы эти. функи1и. бн- 

ли функити  НЕПРЕРЫВНЫЯ. 

Во одвого. этого ограничен1я еще недостаточно: Факз, кривая, 

опредёфляеная ур-1енф / = 1( х ) можеть не имфть опредёлен-. 

ной касательной ни въ одиой изъ свойхъ точекъ, хотя би 2) 

била функяфей непрерывной. 

Действительно, тангенсъ. угла, образованнаго 0$ осью абе - 

писс$ офкуней(черт. 3 ), которая 

соединяеть точку. 0$ безконечно- - 

у „=“ близкой точкой х + ДЕ у+Ду 
м а ,. й | 

„й на данной кривой, равенф отнопеню 
, . 

^^ (ср. нише У 5 } и слёловательно 

[2 дл существован1я касательной въ 

703к# Х, У необходимо, чтобы 2 

стремилось $. опредфленному предфлу для Лх= оо, другини сло- 

вами, чтобы функиля у = 1 х ) инфла опредфленвую производ- 

вую 47 = 1 5) = д. А . для разематриваенаго 

значен1я Х. тие 

Между т3мъ, непреривнея функи1я можеть ие инфть производ- 

вой ни для какого зназен1я Х (одинз изъ первых» принёровъ по- 

добной функ бил® данф Мезегзьгаяз? Омь }. 

Такимь образоыъ мы убёждаемся въ необходиности наловить 
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Е : . 1 
вне нфкоторня ограничентя на фунявти $ ей’, #. й „ВхОдЯ- 

и1я въ каши уравненая, а прежде всего. мы должны потребовать, 

зтобы эти функизи били ДИФФЕРЕНЦИРУЮЫН, т,е. допускали би 

опредфленння производныя для всёхъ значен1й перемфнняхь, за ис- 

ключен1емъ, бвть можеть, ливь вЗкоторихь отдёльнихь, ОСОВЫХЪ 

значев1й. Мы увидимъ, въ дальнейвемъ, что въ ифкоторихъ вопро- 

сахъ дифференитальной реометр1и, намъ придется иифть дфло и 

съ производными второго и высвихъ порядковъ отъ ЯунЕй, и с1 

> : = 
довазтельно придется допускать. зто фувкв1я 1 ‚ей р. 

инфють производныя 2-рРо и высших» порядковУ. 

сли функи]я допускает производныя еколь угодно виспаго 

порядке, то въ области любого зваченая перемфннаго( за исклю- 

чен1еиъ лишь особнхь значен1й), она разложимг въ конечный рядъ 

Фау1ог?а( Тейлора } съ остаточнииь зленомъ; напр. : 

; Р в С Ра Е ЕК АО 

Воли мы кромф того потребуемз, чтоб остатозеив члевф (1, ) 

стремился кз нулю съ повишен1екъ порядка (72 ) посафдней про- 

изводной, входяпей въ наше разложен1е, то Ффунки1я будетъ 40- 

пускать разложенае въ безковечний рядъ Рау1ог?а в$ области лю- 

бого зваченля перенфннаго ( за исключентент линь, ножеть бить, 

особнхъ значенай ); такого рода функифи называются. АБАЛИТИЧЕ- 

СКИМИ, и кривия, опредёляемия ур-Зями (1 } иди (2), илв(3), 

в5 которнхь Г ‚9, ф ‚р - аналитическая функифи, будемь 

называть  АНАЛИТИЧЕСКИМИ КРИВЫМИ. 

Аналитическииь кривымъ принадлежать вс 2$ свойства, кото- 
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рия’ми связиваень съ напинф непосредотвеннии представлев1ем 

о линзяхь: аналитическая кривая, каку это явствует изв пре- 

дндунаго,  НВЕПРЕРЫВНА и во всякой точк$ ( за исключентенъ, 

бить можеть, нфкоторыхе особнхь исклюзительнихе точекь },инф- 

эть опредёленную касательную, законенъ, какъ доказывается въ 

внтегральномь исчислении, вояк1в отр$зоЕъ аналитической Ери- 

вой имфетъ опредбленную длину и ограничиваеть внфет& съ под- 

ходяше выбранниий прямолинейними отрёзками, опредфленную П20- 

ВАЛЬ. 

Въ дальнёйвенъ мы буденф всегда предполагать, это фувк- 

ии # иле пли ф и у ‚ входящя въ уравненя (1) кли 

{ 2) или (3), суть фувкшзи вепреривния в допускаютъ не- 

прерывния проязводния перваго порядка, Кроиё того изъ самаго 

хода разсунден1й всегла будеть ясно, как]я допунензя мы епе 

дзлаень въ каждомъ частномъ случай. 

1. ДЛИНА КРИВОЙ ЛИНТИ; ДИЗ- 

ФЕБРЕВЦТАЛЬ ДУГИ плоской КРВВОН 

Пусть инбенф лин1ю(чер®. 4), опредляеную двуня ур-1ями. 

Ге) 
9 «узтаетяяня вая еннне, (1 }. 

Разснотримь двф точки кривой Ни И, соотв тотвующя зна- 

денаямь параметра # = яЁ = ряде точекь №, \..... 

..... боотвётотвующихь ряду значенй =... Е, , 

ключаюнихся между © в 9’; будемь для синметруи обозначать 

@Й черезъ 7, . Предположиме, это при измёнен1и параметра йе 
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915 Ё до = {, точка перемфнается по кривой въ од- 

ноиф направлев1и; в5 такоиъ слу- 

9428 М ‚И, ‚ - ччьча., РаоПО- 

‚ 
лагаютоя по дуг® ММ’ между точ- 

ками МиМ ( она же У. ). бое = 

диняен® послбдовательно прями - 

ми лан ян М съ И,, И, СЫ, 

в т.д.; торда волучаемъ лома- 

Черт. 1 ную мы, М, ... №, ‚ ваисанную 

въ дугу кривой ММ, . Вуденъ увеличивать число промекуточнихь 

значений # ,‚ такз, чтобы длина каждего звена ломаной ИИ , 

Я, М, ‚ ИТ. А. стремилась Еъ нулю; торда, какъ сейчась пока- 

земъ, длина всей ломаной будеть стремиться въ опредфленному 

вредёлу, который и привинаень за длину кривой Мм, Такимъ об- 

разонз, длина дуги кривой есть тотъ предфлф къ которому стре- 

нтся длива впасанной ломаной, при безграяичном» увеличев1и 

зизда звеньев, если каждое звево при этомъ стремится къ ну- 

лю. 

Вазывая координаты точки №; черезъ Хх; у; ‚ инфем : 

я: р), = РО Чеееаннннннн (2) 

По извёотвой фориул$ аналитической геометр1и, длива звена 

лонаной и; М. выражается слёдуюшииь образовъ : 

СИ, = Иер 
п олфдовательво, длина всей ломаной 
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<=” . : ....08 
и 

Въ силу равеяствъ (2) 

я.,-8 = ан - 2 

или, по теорен$ о конечномь приращенфи функц1и, 

а ри «зазечиньеа (4) 

гд% 2; есть нёкоторое ‘ввачен1е параметра, заключающееся иеж- е 

ду & ий; —. йЖалорично 

дер бы р (9 и... (8) 

2$ ЕЕФЕЕ, 

Равенство (8), вх силу формуль (4) и (5), принимаель 

видъ : в, 

„6 - ее, Уре РИ узежннни. Сб) 

Полагая 

ети ..:...С7) 

имбемз : 

феин Ев 

= 7. РАСЫ 5 (е. =» 1.08.) 

Будемь увеличивать число промежуточныхь зиачён1й параметра 

такъ, чобы разность 6. - каивдих® двухЪ. омежнихе. зиа- 

зен1й стремилась къ нулю. При этонъ увеличивается число звень - 

@ъ5 ломаной лин1и и длина каздаго звена стремился кф нулю. Де - 

кажемь, что при 5томф вторая сумиа въ правой части равенотва(8). 
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>. [У о рр (9) 

стремится къ нулю. Для этого лфвую часть равенства (7 } умно- 

жииъ и раздёлинъ на сумму входящихф въ него квадратныхь радика 

дОВ$% ; въ результат получимь : 

Се о-в) РИ] 
“УЕ ИЯ) Ире НИЕ 

=) ИИ. уши №), 

24$ для совранен1я роложево 

- рр) = 
- Урале ры) В. 
Псакоренное выражен1е въ радикал ./2 ‚ Какъ суина двухъ ква- 

дратовъ, болбе каждаго изъ квалратовъ и слфдовательно 

_ { ИТ! #> | ЕЛ; 

1о той ве причиЕ$ 
у 

- ВЛ 
и олфдовательно 

- уе рек Я. 

ИЛИ 

- | ры. [<4 

Аналогично убфялаенся, что и вторая дробь 

2 #18.) - 
- ой + 

входяцая въ выражен1е (10), по абсолютной величин$ менёе 
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ЗАПНИНЫ, а отеюда слбдуеть, что абсолютная величина ©; нене 

Суми абсолютнихь величинъ двуз$ разностей, которяя входять 

мвожизеляме при упоиянутих® дробяхеф, т.е. 

ео РЕНН ине» 
Прежде, ч1=ъ идти дало, напомнимь основкое свойство всякой 

фувколи 2 $), непрерявной при приифневфи Х отъ.х, до Х. 

Свойство это можеть быть формулировано слёдующимь образом® ; 

всегда возможно вроменутокъ стъ х, до Х разбить на столь на- 

дав промежутки, этоби развооть зназен1й рункии д х') - 

- А х") для двухъ произвольных значенй хнх” перемённа- 

20, паходявихоя въ любом. изъ полученныхь застныхь пронеяут - 

ковв била по абсолютной величин® менфе произвольно заданнаго, 

Сколь УГОДНО малаго, числа, Мн предполагаент, что производныя 

$ г . и # ) суть фувклти вепреривныя; олбловательно, 

сордасно предидущену, ны всегда можемъ, вводя достаточное чи- 

сло промезуточнихь звачен1й & ‚ # ‚... &,, ‚ разбить 

проиежутовь отъ до у’ на сзоль налие застние проненутки 

ИЕ ‚ Гы сн чтобы для любого значения & инфли 

№3ст0 неравенства 

ИИ: 9 & бу’ = ..... (28) НАЯ, | И-У Я, 
РА © - вроизвольно-задавное, сколь урРодно малое число. бопо- 

оставляя неравенства ( 11.) й { 12), получаем“: 

=, 
з,слфдовательно, возвранаясь &® суниф (9), выбене : 

пы ре 

| (ие, | > ря 
125 

(ива). 1. 
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тим 

< ра (ив, О-В. не). 

Неравенство ( 13 ) показываетъ, что увеличивая число вромежуточ- 

‘ныхь зназен!й & ‚ Ё ‚..., можно одфлазь сумму (® ) сколь 

угодно налой по абсолютной величии, такъ какъ © -произвольно 

- налое чноло, а разность 7. 2. ) имфетъ опредфленное конеч- 

ное звачен?е. Такинъ образонъ, переходя къ предёлу, въ предполо- 

Жени, что число промежуточныхь значенай возрастаеть до’безко — 

нечности, а разности двухъ смежных? значений стремятся къ нули, 

инЗемъ : 

ду бела, +0 ини. (44). 
72 

Въ тонъ же самонь предположен1и первая сумка во второй части 

равенства (8) стремится кз опредфленному предфлу, ве завися- 

щему отъ закона, по которому мя вводииъ промежуточныя значенля 

$ -. аотвизельно, полагая 

Мечи Ги, шъжьчнина, ( 15) 

представииь эту сумму в® вид 

>. (ИЕ ин: 18 ) 

а сумна подобнаго типа, вф силу основного полонензя интеграль- 

наро исчислентя, стренится къ опреджленному предёлу, ве завися- 

цену отъ закона разбзеная вромежутковъ; предёль этот$ есть 

опредфленний интеграль. 7” 

[ву 

Такииъ образомт, ми доказали, что длина 5 вписанной лома- 

ной лини стремитоя къ опредёленному предфлу, который в поиви- 
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наенъ за ифру длины дуги им `. Обозначая эту длину через з , , ‚ у 

инфеи : ди 

_ доб фл . \/ С ГЕ -в = 

у; 

=/ ЕЙ ая). 
Пусть вачало М дуги 3 остается неизмфнныиь, а ковенъ ея 

у 
№ переибцаетоя по данной кривой. Въ таком» ‘случа$ #& оста- 

ется неизиённымь, а о” пвивняетоя, и ин для удобства будемъ 

значензе паранетра, соответствующее концу дуги, обозначать не 

= . 

черезъ о ‚ а черезъ Г „При измфнени & изифвяется и длина 

3 дуги ММ’; 3 зель вбкоторая Функиая 5( # } значеня 

параметра # , соотвёествующего концу дури, в. производная 

этой функцаи по @ , какъ производнея опредфленнаго интеграла 

по верхнему предфлу, равна подъинтегральной функп1и. Такимъ 

образомъ ; 

р = Ур") +4") 44.6 18) 

или, такъ какъ изъ уравнений кривой 

й г р , 
вы =и, #12) - # =’, 

в$ другонф видё : 

дву у и :.. 019) 

Уиножая об% части на Аа ‚получаемъ дифферениааль дури кри- 

р у”. р 11:1. 80 ). 
Равенотва { 19 } и (20) содержать квадратний радикаль. Под- 

вой : 

разунёвая передф нимъ знакъ +, Какт это $фас1:4%е предполага- 
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лось во вофхь предидулихь разсукдентяхь, ны уотанавливаень опре 

дбленнимь образомв положительное направлен1е оточета дурь на 

ДВЕНОЙ КривоЁё. Так$ как® При этом знак с совпадает» со 

знакоиз с ‚ 0 дуга 9 возрастаеть оъ возраставен Ёп 

слфдовательно за положительное направлен1е озочета дугъ на кри- 

вой мы выбрали то направлен]е, которое соолвфтелвуе воз- 

растак1 ю параметра # . 

Возводя об части равенотва (20 } в5 квалратъ и звиёняя про 

извелен1я производнихь х’, у’ на дифферени ель 2 дефферен- 

злалана мо, и ‚ нибен 

об = ит И О-В 

сб кучей, нии: 022 } 

ара чен вередъ радикалонъ приходитоя брать +075 илн иной #35 

откуда 

двухз 3525085 въ осозвётстьзн съ више установоенныимь правилснт, 

въ силу КОТОраРОо знаке с}  полжень соввадать во звавомз 

Е Пусть данная кривая опред®ляется одвимъ уравнен1ем 

вида 

=. зчеекитатуниян @ 28 

Оно, очевидно, эквивалентно двунх равонствану 

ие УИ ен 09} 

й олбловазельно дифференцлаль дуги полузчиыъ изъ Ффориуля ( 20}, 

полагая лишь, что параметрь 2 совпадает$ с% Е, Такинф образом 

будемь имбть ; 

2-7” О, незнании» 25 , 
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при чемъ за положительное чаправлен1е на кривой принниаеив ва- 

правлен1е движен1: точки, прозки1я которой на ось Х движется 

в$ сторону возраставщих® © - 085. 

Пусть ленерь параметрь 2 въ частности совпадаетф 0$ дли- 

ной дуги Д ‚отечитиваеной отъ даннаго начала И, Вз такомъ 

случа . 

24 у 
- ОЕ 

а изъ общей фориулы ( 19 } получаемъ : 

12 . - Я = ух у 

откуда 

ИРА 
«еъезенное( 26 } 

Дифферениируя это равенство по параметру Я и дёля на 2, им 

емЪ кром$ того 

“9 нии $87) 
Воли коордикати х,у точекъ кривой виражени в фуявши ка- 

5оГо-21б0 параметра Г , вв совпадаюнаго 0$ дугой 9, то дан- 

ва дуги О есть вбкоторая фувннля Г, какъ вн видфлн внше : 

9-3 иен. (28) 
басрда обратно & есть Фувкиая 9: 

- [я =) 

И, ВНОСЯ э10 выражен1е въ уравнентя 

4-9), = Ужяняе, (1) 

кривой, мы полузаенъ : 

9 = (5), ДЕ ини. 089) 

т.е. выражаевиь координаты х, у въ функ и дуги 9 . Такикъ об- 

разонъ для произвольной кривой ми ноженъ предположить пара - 



- 16 - 

нетръь & совпадающимь съ дугой 9 , т.е. ея уравнентя въ ви 

48 (29 ). 

Исключенте инЗетъ мзото лишь въ томъ случав, когда функ- 

мя 9( Е) въ ‘равенств$ ( 28 } обрашается в$ постоянкое, 

860 хорда нельзя обратно © внразить въ Функив 5. В этом 

$17383 производная 2% зокдествевис равка нулю, откуда, въ 

залу равенства {19} сл$дуеть, что для вофхъ точекь кри- 

вой 

„овен иченаечиник (80) 

ли, по увноженю ва ©(#”; 

вино =0 ен... 81 ) 

Очевидно, 320 подобное соствошен1е не ножеть выфть мфото’ для 

дфиствительной лин1и, такъ как при дфйствительнихь значен1- 

555 2 , и лёвая часть равенства ( 81 ) существенно 

положительна. Йтакъ, возножяы лашь униния лин1и, удовлетворяю- 

и1я условаю ( 80 ) или (81 ). Опредфленйе этих лвв1й. ( мн- 

нимальнихь лян1й} ве предоставляет затрудненай: 

Равенстве ( 31 } ножетъ бияь представлено въ видб 

- ое Др =, 
озкуда : 

оу = О ил оу 0 

& и3$Ъ ЭТИХЪ днфреренозальнихе соотяошензй имфемз-: 

ИР у = ли «р = сети Е 

Такииъ образомъ иннинальния лян1и Суть иянныя прямия {‘абео- 

лютнаго" ваправлен1я). 

Спранизиваяов Афботвительниии ливлями, можемъ ‚слёдова- 
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тельно сказеть, 370 координати точек возкой дынти моруть - 

быть вираженя въ функийи дуги 9, 

Прин р. Дань эллицоъ уравнев1емь : 

Ур-1е это вполн$ равносильно двум ур-лянЪ вида: 

и за илу 

ра = бо 

гА% Я - произвольний паранетръ. 

Дифференцируя, имфеме : 

н саздовательно 

В ЕЕ 
гд8 е=о:а; стеву осях ав”: 

2. ПИФОВРЕВИТАЛЬ ДУГИ ВУ 

ПОЛЯРЕНЫХЬ БООРДИВАТАХЬ. 

Предположинъ, что ур-1е кривой { черт. 5 ), дано в® поляр- 

нихъ коорлинатахъ. и инфетъ видф: 

% =) мена, (1) 

248 Е - радзусь векторъ, Я —по- 

лярный уголь. Переходя къ прано- 

угольной Пекартовой енстекз, для 

Яисть 2-08 
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которой полюсз слузитф началомт, 2 полярная ось - осъю Х, виб- 

емъ 

те, ИЕ ИР чае аониазечьннье (8 ) 

и слбдовательно, вставляя выражене © изъ ур-1я (1), полу- 

чаемъ два ур-1я : 

опредфляюя1я Хи У въ функи1и параметра $7. 

Такниь образонъ, мы можем примфнить результатн преднеству- 

юцаго параграфа и тогда получаемъ для дифференциала дуги выра- 

жене : 

аа=И (4) = + Се ииьнчьае .-. 
и 7 

й # 

Г Хи уУ....произволныя Хи У во (7 . Дифференцируя равенства 

(3) или, что безоазлично, равенстве ( 2.) 10 $“ ‚имфень: 

‘= ров — Чубиах 

ити , 

следовательно 96 = иг и ау = Илит 

3. КАСАТЕЛЬВАЯ. 

Пусть инфемъ кривую, опредбляемуюо относительно прямоуголь- 

нов Декартовой системы ур-1ями: 

и и 
= рис 

р / 

и =(/Е/ 
и 

и Разсиотримз сфкуную ( черт. 6 }, про- 

= 2 и ходяцую черезь точки кривой Ни, 

Черг 6 опредфляения коордянатани х,у и 

х А кет), утду (ЕТ АЕ 
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Обозназая текуш1я координаты тозекь сфкущей черезь х. у, 

визеяь ур-1е сфкушей ( ур-1е прямой, прохолящей черезъ 
и 

ки ): и —_ и = 7 
ах ди 

или, по умноженли авухъ частей уб-1я ва РА Гй 
, 

А+ 
ДВ$ для ^^ Хх = пибеьь : 

р ДА _ ах =.” 

А | = х 
й предидунее ур-1з понвимаеть видъ: 

Пряная, опредбляеная этинз ур-1емъ, эсть та аменно прямая, кк 

которой неограниченно приблинается обхушая ; она називается 

касательной, точка М (х,у } - ея точкой прикосно- 

вен я. 

Вредндущ1я разсужден1я вредролагают®, 370 в5 разсматривае- 

нов нами точк$ кривой пс крайней рф одве изъ производннхъ 

отлична ст нулю; въ противномъ случа$, т.е; если одновоемен- 

но х= ону’= о, касательная стазовитоя неопредёленной. как 

это видно изъ ур-1я (1 } или из равносильнаго эму ур-1я . 
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(9-я) #44) аи. (2) 
й 

Точки, для Которыхь одновременно х=о , у’= о наз. ово- 

бини точками кривой;мы впослёдетвуи будемъ сепитально го- 

ворить о вихь ; пока зе совершевно устраняемъ ихь изъ раземо- 

трбн1я. 

Обрапаясь къ ур-1ю (2), ножемъ представить его въ`вид$: 

У) иена) 

озкуда заключаемь, что 

Г ииелнаи:. (4 2-0 
248 © - уголъ, образованный касательной съ осью абсииссъ. Из 

равенства (4 } слёдуеть : 

или. по уннонея1и числителей и знаменателей на ри „ полуЗимУ: 

сой- Я › ии ин... 5) 

_ Ия (я 
Выбирая знакъ + передъ радикалон® \ 0 + Ра въ фор- 

нилахз (5), ни этимъ устанавливаен% положительное направле- 

#1е на касвлельной ; легко видёть, что оно совпадает оф поло- 

жительныме ваправлен1енъ ва кривой въ снежности съ точкой при- 

косковен1я 

Въ озномф дёлб, 605 и А суть очевидно, предФлы, 

къ которнмь стренятся виранен1я 

А . и 
РА А зозженень (6 ). ак. 
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дан д С = 0. Съ другой стороны, обращаясь къ уравнен1ю 

ефкувей, видим, что косинусф и сивусф угла, образуемаго этой 

лин1ей 0$ осью $, равны 

д ‚А Ст” 
«Ма Иду 

Притонъ знаки этихъ двухь выражевт совиадаютъ со знаками при- 

ранен ЛХ, Ау *, которыя суть броэкц1н отрёзка ИМ ( зерт 

6) на оси координать, и слфловалельно за положительное напра- 

влен1е сзкушей ны при этом считаем направлен1е отф М къ М. 

Выраженя (6) и {7 } соввадаютъ по абсолютной величинз; 

ови совпадають й по зваку, если нрирешен1е (ДС положительно 

т.е. если точка №, по отновен1ю кф точк$ М, лежит въ сторо- 

иу возрастан1я паранетра м ; ваоборот$, знаки выражентй {7} 

противположни знакам выражен1в (6), если № лежит® по отно- 

шен1ю 5ъ М въ сторону убиваня | . Отсюда слблует%, 970 вн- 

раженая (6) суть косинус и синусъ угла, образованнаго с$ 

осью Х т&мъ направлененъ сткужей, которое соотвтотвует® на- 

правлен1ю возрастан1я Гм ка кривой лин?и; а такъ какъ с052 

в и равнин прелёфланз выражена (6 ) ла ДС =0, то по- 

дожительное направлев1е ва касательной совпадает$ съ ‘полони- 

тельниих направленаеиъ на кривой въ сменности съ точкой прико- 

свовен1я. 

Ур-1е касательной вв видф ( 8) особенно удобно въ т\фиъ 

слуза$, когда кривая опредбляетоя савимъ уо-1емъ вида : 

9) 
Въ такомъ случай прининаемъ хи слфдовательно 



и’ Ее = 7, И 

-{ 3) принвнаеть вядъ: 

анна.:. (8) 

занзтиму ножлу прочимъ, что выражен1е въ правой части заклю- 

808 въ скобки, т.е. у - к. м зыранаеть собой отрёзоке, от. 

касательной на оси у. 

3 ур-1е дано въ неявной форм 

И) 0 
то дифферениируя его въ предположен1и, что у есть веявная 

Вставимь это выражен1е в$ ур-1е касательной (8), которое 

ножемъ написать в% вид*. 

ее); 
9 по (4 5; 

тогда получимь: 

или 

ИЛИ ево и 
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Беги кривая, опредфляемая уравненему 
7, 
(и, $) =0 

с .. есть алгебраическая, тэ. воли / (х,у } есть иногочлень, 

отепень котораго обозначинт через / , то убавнев1е касатель 

ой принимает® особенно удобную форну при введен!и, такъ назн. 

вазнихт однороанихт коордивать Х,, Х,, Х,, связаннихь оъ Де- 

картовнии коорвинатани соотвоневяни 

= 
“ 

ВИ = 5 б с 
ввося въ многозлену вл { Хх, } виражен1я &, у черезь 

хх. Я ПРИВОЛЯ БЪ общему знаиенателю, имЗемъ 

=, у 
Ея (4,4), 

Ф(х х #,} бАНОоролний многочленз /7 - Ро р’ Жь 7 

Е 

изнбреная. Ураваев?е кривой въ одноролвыхь координатахъ приви- 

етЪ ВИДЪ 

фид, 4) =0, 
при чем 

Фи.“ =. (и. и) 11::::. 10) 

Дифберенаюруя равенство { 10 } 0х ивовя обозназая пронз- 

водния ф во аргументань х, ,, х, черезь ф , Я . ф , 

пиземъ 

иачанное ( 11 } 

веражаются черезъ Фа ф . Внося эти выранев1я в® уравне- 
' "/ 
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в1е (9) касательной и замфняя Декартови координаты отномен1- 

ями однородных 

г ” 
М о ин , = =. = “а ое . А 

получаень, по освобожден1и отъ зваменалеля уравнен1е касатель- 

ОЙ Въ ВИД 

и - © = (ада) А 2,4) =о .....:( 28) 

24$ Хх, ‚ Х, ‚ Х - текувля координаты: 
3 

Такъ какъ ф - однородный иногочлень /2 - го язифрентя, то 

принфняя к5 нему теорему Эйлера, полузаемъ тождество 

а + - ВФ +2. 
Воля х, ‚ х, ,‚ х, - координаты точки кривой, то # =0, и ми 

инфень : 

4% -4 24 =0 иене (13. 

Умвовая это равенотво на х, , овладивая съ уравнентемь (12 } 

касательной и сокраная результать на х, ‚получаем окончатель- 

во уравнен1е касательной в$ вид: 

Х.ФД+фА-0 ии СМ) 
и 7 

Прин ръ 1. Выведемъ уравиен1е. касательной къ эллин- 

су 

о 2 
йе -/ 

Въ однородныхь координатах» уравнен1е принимаетъ видъ 
Е Е 

и.) -О ры = 

Дифференцируя по х„д, ›Х, ‚инЗень : 

Ф-Т, в 
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и слфдовательно уравнене касательной будеть : 

их «А уе 
для на х, , ‚получаень уравнен1е въ Декартовнхь коорлинатах® 

Р-Н = 
Приифръ 2. Выведемз уравнен1е касательной къ парабо- 

28: 

Уяр 

Разрфшая уравнен1е относительно у, получаемъ два различнихь 

звачен1я: 

УИ и 9-х * 
Вудемз опредфлять касательную въ точкё параболы, расположенной 

в$ области положительных у; вх такомъ случа ий должни взять 

У- "Ир Ре: 

Дифферениируя, инземъ 

% Ур” ух 

Ветавляя значензя у и Е въ общее уравнензе касательной 

Зуй (<) 

получаенъ ; 

УЗИ, А ИИ 
ЕЕ КАЛЕ 

боли бы мы пожелали въ частности опредфлить касательную въ 

верзин® параболн, для которой х = о, у = 0, то вотрётились би 

сз затруднен1еме, такф какъ для этой точки, очевидно 2% ==? 

_+ 
в$ области зназеня х = о функшя у = 2р.х* не 
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донускаеть разложен1я въ рядъ Тейлора, такъ $ ДЛЯ Я =: 

рункцая не иметь конечной, опредфленяой производной ( всё про- 

езводния для х = о обрашавтоя вв ©). Такимъ образо 

обк1я разсужденая непримЗнимы ъ точ х=0,у = о паоволи: 

Аля того, чтобы избфжать упонянутаго затруднен1я, ножемь 

чать систему осей, принимая ось х за ось у и, као5орсть, ила, 

зто безразлично, не м%няя названля осей, помфнять солями носи- 

динаты х ну, т.е. разрётить ур-1е параболи отвосительл 

И-р 9 

и поедставигь уравнен1е касательной въ вид® 

2-8 [3-9] 
хх _ и 

о: 

изъ уравнентя параболы инфенф ‚ а для точка 

ах Я ; Я х=0, у=о... 2%. =0, в 01. ур-1е о касательной 5% этой 
2 

т0чк будетф Х=о, т.е. хасательной вф вервин® служить ось у; 

тансеноь угла ея ваклонен1я кф осн х, очевидно, равенф ©, 

й 2 
зто вполн%$ согласно съ результатом ^ = СО для х=0,у 

4. ВОРМАЛЬ КЪ ПЛОСКОЙ 

КРИВОЙ. 

Пряная, проходяная черезь какую-либо точку кривой перпенли- 

«улярво къ касательной, пооведенной въ той де точкй, называет. 

ся вобнальюв. Иоходя изъ этого опредфёлен!я, легко 

получниь уравкен1з вормали въ тозк® \ (х,у ) давной кривой 

(зерт. 7), если извзотно уравнен1е касательной. Лёйствитель- 



- 27 - 

акъ какъ нормаль проходить черезь точку (х, у}, 10 ура- 

ввен1е вя должно имфть  видь 
у и 
и Иен Во о 

гд8 Хи - текунтя коорди- 

й х Бары; притомнъ коэдфичентя 

и! Ги В’ этого уравненая свя- 

е—— и зани съ коэбфинентами Ё и 

Черт.7 8 

инеивенечутнннь, (2) при З/У 

соотношентямъ 

И, риннинани, (8) 
во7с00е есть ублов1е пероендакулярнос ий поямыхь, опредвляе 

вина ин (1) 5 (2) „Изь равекотва (3) пифеьъ 
т й 
№ В -В. 4, 

а слфаовательно уравнен1е нориали привииаеть вид: 

(4) 9-4} 

в ‚3 

всли давная кривая. опредфляетоя двумя ур-тями 

Ч &) 

(Е 
20 уравкен1е касательной имфетф видь : 

и слъдовалельно, по поедъидутену, ураваене нормали будете : 
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(Я 9-0 Чезеааеининние. (4) 

воли кривая опредфляется одним уравненлемь въ Лекартовыхт 

© 
коорлиналахе «Я (х,у )=0, то уравнене касательной, какъ ны 

знаенз, можеть бить написано в$ видЪ: 
= = 

2 22 ( и} = 25 -д}+ у =0 
9“ д 4) КР Я 5) 

По предъидушему, отсюда получаемъ уравненае нармали 

Прин фор. Разсмотрамъ нормаль кБ НиклОоид $. 

Такъ называется кривая, описиваеная точкой окружности, которая 

катится безъ скольжен1я по примой лин1иЛыведемъ прежде всего 

уравневля пихлоиди. Прямую, по которой катится окружность, возь 

мень за ось х; за вачальное положен\е окружности будемз счи- 

тать то, въ которомз точка, описывающая пиклонду, каходится 

на оси Х и служить точкой прикосновен1я окружности; въ этой 

т0чк% понфиаень начало коордикать и проводим ось у перпенди- 

кулярно кв оси х. Разснотримз какое-нибудь положен1е катящей- 

ея окружности и на ней точку И ( черт. 8), описывающую пики 

Ах 

Черт.8 
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иду. Рад1усъ Су, проведенный въ эту тозку, в$ начальной мо- 

ментъ занималь положен1е (0,0 ; проводя рад1усз 08 въ точку при 

косновен1я и занфзая, что С М параллеленъ С,О.ноженъ сказать, 

что окружность пря переход® изъ начальнаго положезая в$ то по- 

ложен1е, которое ны разсматриваенъ, повернулась на уголь зону 

Чазивая радфусъ зерезъ а, ныЗемь длину дуги ВИ за; а так 

какъ окружность катится безъ скольжен1я, то отрфзовъ 

«ОМ = ми = ар „Такимъ образонъ координаты точки С суть 

х-ай „уза, Проводимф черезъь точку С пряныя, параллельны; 

ныя осям ХиУ, и принимаем ихф за вовыя оси коордиватъ & 

и 7 . Легко вайти координаты точки У относительно этой новой 

системы, такф какф знаенф ея рад1ус® -векторъ Су = а и уголь 

рад1уса -вектора с% осью 5 ‚ равный 7- у, такииз об- 

разомъ для точЕи № ине : 

Е = 4203 7-р) = ви; у-ва т) =-ва8у 
Возвранаясь кз первоначальной систен® координать, получаем» : 

+в Яир ) ; тату та (тону) 

на обнован1и обиихз формуле преобразован1я начала при сохране- 

взи, направленая осей. 

Уравнен1я 
Ча (ф - р) 

$ -а ( - вер) 

в которихь {? разонетриваенз, какъ произвольный паранетрь, опре 

инеееинанниннни (6 } 

деляють геометризеское исто точки И, т.е. нашу циклоиду. 

Очевидно, пиклоида состойть из безконечнаго числа равнихъ 

вфтвей изъ которих» каждая соотвтотвуетъ одному пслному оборо- 



- 80 - 

ту окружности . Точки одной такой вбтви получныь, напримёр®, 

ивабняя в5 ур-ляхь (6 ) параметрь (/ оть О до 8.7 гнаиболь- 

пее значен1е. которое при этомъ принннаеть у, есть.2а ; оно во 

ОтВтезвуеть зваченю { = Й, в слбдовательно х = МА. ;10че 

ка. описывающая пиклоиду, ври этомъ занимаеть ваивысиее поло 

жен1е. Точки, в$ ясторнхь пиклоила пересёкаетъ ось Х, получим 

давая уф  звачевая 0, ЕП, 46. #6№,.....; абоисон 

этихъ точек» разня 0, #21054 30:6 Па... ; Каждая вЪтвь пикло 

иды простирается оть одной такой точки 46 солфдующей; воф эти 

г аззнваенихь точекъ возврета 

и КрИВОЁ, воторая назнваезтов обукно 

ВЕВНОй ПБкЛСЕАОЕ, Существует» э1$ “укорочевная“ в "удленечная” 

ваютсв вочкой, Неизнтнно связанной 

$ скольлентя по позкой ЛЮБУЕ; 

зто тозка зе лечить на 

Окрузкости.какъ для Обыкновеввой никлоиди, а внутри или вв 

круга. Ураввовзя то и другсв кризсй получемз, повторяя рёзе- 

суваенля, котория привело васъ въ уравнен1яне (8); вое оде- 

радлуст - ве лич1е будеть зе 

й въ данном олуза$ НЕ 

зерезъ { „иней уравнев я 

дар - Фигу 

77“ бани 

опредёляюн1я укорозевную или удлявенную циклоиду, въ зевиси- 

зости оть того, буде - 28 # < вии $ > ав. 
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ОРраничиваясь обукновенной пиклойдой, выведен» уравнен1е ея 

ворммли. Для этой ифли дифферевцируемь ур-1я (8 ) по параме- 

Ву е и получаем : 

д 2 -в 
2 

Нам остается вставить въ общее ур-1е порнали {4 } выфето 

= висту 3 <. - 
Хи7 ихь выраженая изъ равенства (6 } и выфото 2, 2. 

найденныя нами производния г ‚ я { произвольный па- 

раметръ с у насъ обоввалье зерез5 й }. Такиыъ образом» 

иыремъ : 

[- 2(- мар) 2] овен в 

(А-а) сну нау =0 В) 

Инемь точку пересфчев1я корхали с©$ осью Х. Аля этой ШЛИ 

или 

© в получаем» В полагаемъ въ ую (8) 9 
р 

= вр 

Выше мы имбли Ом =а и ; слёдовательно, нормаль парес%- 

Кает$ ось х 8$ 1038$ №, т.е. проходить черёзъ точку прикосно- 

вен1я образующиго круга, 

5. ОТРЕЗКИ КАСАТЕЛЬНЧОЕ И 

ВОРМАЛИ; СУБТАНГЕНСЬ, СУБВОРИАТЬ. 

Полокимъ: мы имфемъ коивую, опреляляеную уравнентеме 

ИЯ еенананннин: 1} 

8$ Лекартових® И Вь произвольной ТОЧКИ (черт.2 

ривой проведемъ каёзательную и корналь, продолиимъ ихз до пе- 
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й Я” 
ресфчен1я с5 освю Х в точкахь Яя №, проведемъ кром$ того 

ордивату МР`и разомо- 

трим® отрёзхи 

о Ще; Е 
57. а 

которие соотв тетвен- 

В ы ы з но называемъ длиной 

черт. 9 касательной, длиной 

нормали, субтангенсону ( подкасательной } в субнориалью (под- 

вормалью). Въ прямоугольномв треугольник И 9 Р острий уголь 

ав еж . . 
С при вершин& «Х есть уролф накловентя касательной къ оси 

абонисеъ и слфдозвательно 

а й 
УХ их 

СОС = = 
а 24 

4% в - пифференифаль дуги ( см. п. 2). Катеть МР = 

опредёляя гипотенузу и Ти другой вкатеть Ч = 4 ., ИМ 

ем : 

В$ прямоугольномъ треугольник РММ уголь при вераив$ № точно 
ре 

также равенъь 6 ‚такъ какъ стороны его перпендикулярны сто- 
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ронамь угла МР ; опредёляя гипотенузу ИК = № и казеть Ри =4, 

вифемь : 

= ту 

ДУ ее. линии. 3) 

Прянёрз. Найдемъ субтангенсь и субнормель для пара- 

боль, опредфляемой уравнен1еиъ. : 9" = Я 

Дифферевцируя уравнен1е` параболы, имфеиз( по сокрашени на 2} 

у =, 

откуда ро -# 

и слёдовательно 

Такимъ образонз субнормаль параболы инфеть постоянную велиян- 

ву. 

6.  КАСАТЕЛЬВАЯ ВЪ ПОЛЯРНЫХЪ КООРДИВАТАХЪ ; 01- 

РФЗКИ КАСАТЕЛЬБОЙ И БОРМАЛИ; ПОЛЭРЕВЕ СУВТАВРЕВСЬ И 

СУБНОРИАЛЬ. 

Пусть кривая опредёляется ураввев1ем® въ полярнихь коордн- 

натахь 

и = Я зе заневанныя ....С 1) 

ГД * - рад1усъ-векторъ, а й -поляркый уголь, Для того, чт0- 

ЧТекифи проф . Вророва. Яистъ 8-4 Лит. 

Нанонтева. 
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бы опредёлить положен1е касательной въ какой-либо точкё И{(“%, 

ы )кривой, достаточно 

знать уроль и ‚образуе - 

ний касательной съ рад1у- 

сомъ векторомт.Изъ треу- 

гольника ОАМ ( черт. 10), 

у узы имфемъ, что уголь 

образованний касательной 

$ полярной осью, какъ 

зЕвНЙ уголь тозупольника, равенъ сумн® ургловъ ОМА= И и 

Е слфдовазтельно 

Откуда 

фи ОЕ РИ и. } 

Введехф ‘вз уравнен1е кривой (1 ) выфото полярных» кообдинать 

Декартовн, полагая 

д -тоор, у = пу; о зеаеява, (а 

уголф © воть уголь наклоненая касательной къ оси абоивссь и 

$ ь слфдовательно — д 
= 

. Г | 
внося 5то виракен1я Я въ формулу (2), имбенв : 

и _ фвеи-ииелу 
й 7 йр Ибеому + филу 

иченни. (4) 

пля опредвленя и хи (у, диффереяцируемъ равенотва (3), 

#3ъ воторихъ получавиъ : 
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и = вер. я — злой 

я = лу + прораб 

Унножимв первое равенотво ва — ищи „Второе на С09и 

й оложниь, а затвит унвожниз первов ва соду —‚ второе ва 

челу в оложныъ; тогда будень нифчь:, 

ау. совр — т. ал’ О 

ах ве бр = ра) = ий. 

и слёдовательво окоязательно, въ силу равевства ( 4}, полу- 

чаенъ для И олфдующее выражевзе 

излечение, (Б) 

га производвая а опредбляется изъ уравненя (1) дан- 

#0й КРИВОЙ. 

. = 
Въ точкф М данвой кривой проведемь касательвую #/ ‚яор- 

маль ИН в продоляние ихф до пересбчевня { въ точках 9 ив) 

съ перпендикуляровь Я 1, возотавлевныиь къ рад1усу-вектору 

и 3$ полюса О.ОтоЗзкн И, МН, 09 05 називаютоя соотвёт, 

ственно полярныйй касательной, корналью, субтангенсонх и суб- 

ворналью, мн будемъ ихъ обозвачать зоотв?толвевно зерезъ 1, 

я, 2. ‚>, ..Й3ъ пряноурольнаго треугольника 097, въ ко- 

торомъ острый уголь при вершин м равенъ и ий катеть Он= *. 

инфемЪ : 

Тов И гунеяг 
3, = ди - Ш еанннни. 6) 

изъ треугольника НОМ,. въ которойз уролъ ври вершив$ Н, как® 
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уголф со сторонами перпендикулаярными къ стороваиз Ом в ИЯ. 

равеяъ \, виемз : яя 

са оао _ МЕ 

>, Ри, чнечнин., (7) 

Формулы (6) и (7) опред$лаяють поларние касательную, норизаль, 

субтангенсь и субнорналь. 

7. принёры. 

АРХИНЕДОВА СПИРАЛЬ. 

Архимедова спираль, какз видно изъ санагро ея назван1я, были 

извфства еше въ древности. Уравненае ея въ полярныхь координа- 

тахъ инзеть ВИД: 

“= а 

дв а - постояввое, которое будемт считать положительвымь. При 

возрастан1и полярнаго угла въ ариеметической прогресс1и, ра- 

дзусь - векторъ, очевидно, то же возрастаеть въ ариометической 

прогресе1в; пользуясь этвмъ занфчан1енъь можемъ довольно легко 

составить себ представлен1е о видф Архинедовой спирали (ср. 

черт, 11), особенно, если построивъ нёоколько ея точекз, соот- 

Э5тотвующихь напринфръ зназенАян® ро рр, 9 зъуьлье 

Для И =° инфеиъ 7 = 0; слёдовательно, спираль проходитъ че- 

резЪъ полюсъ. 



' <о =5 ' 

Значензя 7 ‚соотвфяствую1я различнымь значен1янъ { 535 

выпеупонявутаго ряда, по- 

нфщени въ нижеслёдующей 

таблизк$ : 

@ 

- ра я 

ра 
я 

ита 

Черт. ! 

5 ыы ыы <= © | 

с 

Павая (у отрипательния звазев1я, полузаехе отрицательная 

звачен1я у ‚ Я легко врдзть, что каждой точкЁ спирали ©% ко- 

ордиватами б.у соотвфтствуеть точка съ коордиватами - # .-} 

дВф упонянутыхь тоэки, очевидно лезеть сивметрично отвоситель- 

но прямой, проходяшей черезъ полюс перпендикулярно к5 поляр = 

ной оси, и олфдовательно спираль Архинеда состоитф изъ двухъ 

частей, синметризныхь относительно упомявутой пряной ( ср. чер- 

теж). 

Архинедовой спирали ножно дать вростое киненатическое опре- 

дЗлен1е, а именно, ножно сказать, ято ова воть траэктор1я 209- 

ки, равномфрно движунейся по прямой, которая въ свою очередь 

равном$ рас врашается около нфкоторой веводвижной тозки. В$ са- 

момъ двд, виберем» эту неподвиввую точку 0( черт, 12) за по- 

люЮсъ и пусть въ начальный момен?$ С=0 движуцаяся Фозка И 

совпадаелть 0$ 0 ; соотвфтотвующее положен1в прямой примемь за 
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полярную ось Ох; называя постоянную скорость поступательваго 

движен1я тозки М черезя 

и. а послбяннуВЙ око- 

рость вращентя прямой 

через № „имфемъ 

ео =, у=6Е 

ГАЁ С = ОМ есть рад1- Чарт. © 

усъ-векторь тозки у, и= 

=0х есть полярный уголь той же точки, а - время. поклк- 

зея изъ двух уравнен1й дриженя Г ‚инфе 

и. = 

откуда закличаенъ, зто траэктор1я точки у есть Архимедова спи- 

тель а равень отновен1ю ско- раль, для которой постоянный иной 

лей И ростей -- . 

Полагая въ ураввен1и спирали 

< = ву 

{7 равнынь 21, инбеыъ ; 

р | ® = 17а 

2.6. :радзусъ-векторф Архимедовой спирали, СООТВЗРСтвВуюиай По- 

лярному углу 21, или другими зловаии отр8зокъ, отовкаемый син- 

ралью ва полярвой оси, равенъ окрувности круга радлуса &. 

Такинъ образомъ, если бы мы имёли ВОВОВНОСтЬ строить Архи- 

медову спираль для каждаго зназен1я @/ ‚ то мы могли бы рт- 

вить задачу о спрянлензи круга { а слёдовательно н задачу о 

квадрат- круга ). 

Вавдемь полярную субнормель Архниедовой спирали: примфняя 



обаля формулы, инфемь : 

1-2 а ""й 
т.е. субнорналь Архимедовой спирали сохравяеть поотоянную ве- 

личину во вофхь точкахь кривой. Отоюда выводимь простой сно- 

собъ построен1я нориали, а сл$-. 

довазельно и касательной 85 

и данной тозкф М Архимедой сви- 

рали . Соединяемт И съ полюсонъ 

С ( черт. 12) и ва перпендикуля- 

Я р%, возставленвомъ &ъ прямой 

Чет. 0 Он въ точаф 0, откладиваеиь от- 

рёзокъ Ом = @. боедивяя точку № съ №, полузаемь нормаль ИМ; 

всъставляя къ вей перпендикуляр вь тозк и, полузаемв каса - 

тельвук. 

РИПЕРЕВОЛИЧЕСКАЯ СПИРАЛЬ. 

Гиперболическая спираль опредфляетсоя въ полярныхъ коордв- 

натахъ уравневаеиь 

Ти =а влИ «= ка 

Презде всего озевидвс, что, подобно Асохинедовой спирали, гипер- 

болическая спвраль Состоитъ изъ ДВУХ частей, сиинетризныхь 01 

восительно пряной, проходящей зерезъ полюсъ перневаткулярно “+ 

полярной оси; нё чертеж® изображена только одна изъ этихъ ча- 

стей, соотвётствующая половительниие зваченяуъ у. 

ПАЯ # =0 иыфемь Т=2>; при возростан1и # рад1усъ-вех- 
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торъ убиваеть и для й =2> инфень 7-= 0. Факинъ образомъ. кри- 

„вая совертаеть беззисленное множество оберотовъ около полюса, 

все болфе и болфе приближаявь къ нему, ко не достирая его ви 

для какоро конечнаго зваченая Й : полюеь служить такъ - вазы. 

ваемой асинитотической точкой спирали чер- 

те 1$ №4). 

Опредёливъ полярный. 

субтанренсь гиперболизе- 

ской спирали.Но общимъ 

формуламъ инфемъ: 

Да == а. 

ракимъ образомъ 4% орт 

Черт м 

во всфхф точкахъ риверболической спирали. Не трудно отсюда вы- 

вести простое поотроев1е касательной, вполв$ аналогичное ностро- 

ен1ю порнали для Архимедовой спирали. 

ЛОГАРИ@ НИЧЕСКАЯ СПИРАЛЬ. 

Уравкен1е логариэмической спирали имфеть видь : де" 

248 о. ик - ностояниия, которыя будемъ предполарать положи- 

тельнини. При возраставзи й в$ арнеметической прогресса, раз. 

ность КОТОрой равна %,“, возрасяаетъ, озевядво, въ геометра- 

ческой нрогресс1я съ знаменателень = е “7; ви при какомь ко- 

вечноиъ значени # рад1усъ-векторъ не обращается въ. нуль, но, 
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убываетв по н$рф возрастакая абсолютной велининя / „когда и 

ивифняетоя по отрицательнымь звачен1ян$, и для й = - ©О ии$- 

емь 7 =0; такимф образоиъ логариемнческая спираль имбеть въ. 

101008 асимнтотическую точку; наконец при У.= +0> рад1ус:- 

векторф 7 =С© , бопоставляя всё эти замфзан1я, легко уясиить 

86$ видъ логариенической 

спирали ( см. нерт.. 15), 

особенное если построить ряде 

точекь, соотвётотвуюцихь ка- 

КИМ := нибудь. вначензямъ р 

ваприм$ръ, значензямь 

Л, 22,2. 9, 1, 
Опредёлииь таиренсъ 

угла и. образуемаго касательной въ тозЕ$ М логариемической 

спираль с$ соотвфёествующими»ь радлусомъ -векторомъ. Дифференди- 

руя уравненйе спирали, инфем : 

И: = 

и слфдовательно, примфния общую формулу, получаем$.: 

би == се, == 

Такииъ образоиъ, касательния логариеничеекой спирали наклонены 

къ рад1усаме-векторамь подъь постоянныие ургломъ,тан- 

ренсз котораго = = 

Прежде зфиз приступить кз дальнёйнему изслёдованю свойстве 

лорарнемизеской спирали, покажене, что постояиный иножизель @- 

входящ1й в$ уравнен1е спирали, не иметь сушественнаго значе- 
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ая, Для этой Цфли положииъ : фай 

и олфдовательво а= её; 

тогда уравнен1е спирали перепинется въ вид 

нее" - г") 

# 
т Повернемъ полярную ось на уголь въ направлен1и обратном» 

неправлен1ю возраставуя полярнахх урловъ; обозначея черезь у 

полярный уголь, оточитндаеный 07% этой новой оси, инфенъ, оче- 

ВИДНО : 

у-/- 
( ср. черз. 16}, и олёдовательно уравненае спирали принииает® 

ВИДФ : 
К уе“ 

х 
Факимф образом, вс$ 

ы чу я спирали, соотвётотву- 
5 а! 

в 

Ю1я одному значентю 

Ки различнымь значе- 

Черт В 
чер в1ям д, опредёля- 

этоя ОДНИМ® в 1%м$ не 

уравнен1емъ, ври соотвётственвом$ выбор полярвой оси, а сл$- 

” . к 

довательно ураввен1е “= й 

при разлизныхь зназенляхь постояннаго инокителя @ опредля- 

эт5 равния логарвеническ1я спирали, стличеющтяся лищь 

положен1ент, вс онф когутъ бить получены изъ какой - вибуль 

Одной пОвВоротСыт Около полюса На подходян1е урли. 

0$ друрой сторовк. чзыфняя иножичель @, въ уравнен]и спира- 
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ди, мн в0$ радфуен - вектори увеличиваемх или уненьшаемз в® од- 

нокЪ и томъ же отношен1и и, слёдовательнс, получаем кривую. п с- 

добную данной. Такииъ образомъ ин приходинъ къ сл$дурще- 

ву выводу : кривая, подобная логариемической спирали. есть рав- 

вая ей логариенизеская спираль 

Вычислюм»ь для логариемической опирели длину полярной каса- 

зельной и пориали. Примфняя обиля формулы, инфемз : 
ноу ве "УК ТИ ИЕ = И 

Д- ИЗ а нем = века 

‘бопосеввимь вырежев1е отрёзка Т съ дливой дуги логериениче- 

свой спирали. Для дифферева1ала дури имфемз : 

а-я етй = Инет = 
и — Га“ чае уу. р «| 24 =") 

р н 

откуда р Ку д: 5- ве Ин -с 

и 

д С - произвольное постояявое ; выражен1е, полученное нами 

для 9 есть саное обизе,такъ какъ изъ равенства дифферени1- 

аловЪ двухь ФункизИ; 

У’ ое" РУ"! 

к и 

Олфдуеть, что эти функа1и могутв отлизаться ливь на постоян- 

ное, Если ин выберемъ опредфленное вачало для отбочета дугз, то 

произвольное ростоявное С полузаеть вполв$ опредфленное значе- 

Н1е. Въ самом д%лб, пусть начало дугъ соотвфаствуеть значе - 

Ию й полярнаго уда ; въ такомъ случаВ выраженуе длины ду- 
й 
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ги 7 долано иозезать дая у = и сафдовательно иибемь ; 

8 Е #С-0 
ИГ 

откуда находинъ С. Выберень въ частности назало дугъ въ полю- 

6$ спирали; такь какъ полюс есть. зсимптотизеская точка нашей 

кривей, то, строго говоря, дфло надо понимать такъ: будемь пе- 

редвигать начало дугъ по спирали въ сторону убиван1я полярныху 

угловъ, т,е. будемъ давать Ё отрипательния зназен1я, неогра- 

низенно возрастарная по абсолютной величин, н перейденъ къ 

предфлу для й =е© ; при зтонъ выражен1е Я стремится къ н%- 

ЕОторону опредфленному предфлу, который и називаемъ длиной ду- 

ги, озозативаеной отЪ полюса спирали. ля # = -<9 равен - 

ство, опредфляюнее С, даетъ намъ 

О -+(=0 

откуда С = О в слфдовательно для длины дуги, оточитивземой отъ 

полюса спирали, получаеиъ внражен1е 

= уьн 
и 

Сопоставляя еро съ выражен1енъ озрёзка Т, которое_ны инфли 

ТТ =; 
випе, получаем 

Такииф образонъ, длина полярной касательной логариемической 

спирали равна длин дуги, отсчитяваемой отъ полюса спирали. 
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8. ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ 

ФоО9кКи ПЕРЕГИВА. 

Изолёдуеиъ взаимное расположен1е кривой и ея касательной въ 

смежности съ точкой прикосновентя, Бредполовимъ, что кривая оп- 

редвляезся уравненеиъ 

Ут  ---9 
Разсмотримъ ва нашей кра- 

вой точку И, координаяя ко- 

торой обозвачамь черезъ т, 

у, и точку Н, которой соот- 

втотвують координаты 

х+р, 1. Ордината #6. 

Черт. И вослёдней точки пересфка- 

зт5 касазельную, проведен- 

ЕуЮ ВЪ М, ВБ т09Е$ Р; ординату Р @ этой тозки обозначаеиъ яе- 

резф У; абошиоса точки Р равна абопиосв точки М; т.е. хеА. 

Такъ какъ Р лежитъ на касательной, то координаты ея должны 

удовлетворять ур-1ю касательно, и слфдовательно инфенмз : 

У-у- #2 (@-4-=) 
или, замёняя 9 через {х) на освован1я ур-1я {1): 

Точка М лежить на данной оввой; слфдовательно зя координаты 

должны удовлетворять уп-10..,(1), Т.е. имбень : Я = де) 
: й 
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Предполарая 1 достаточно малымъ, разлагаенъ Фе +А ) по 

формул пойлорё и получаемь 
хо ы й п Дбы и... р До а ии ед 

248 04 $<1. Ввчитая изъ равенства (3} равенотво (2), виё- 

вм 

де й в= и 

2-я Иа). 5 76) я... 4) 

При достаточно -малонъ / знакъ й - 9 соввадаеть со знакомь 

1-го члена в олфасвательно ве изифняезся съ изибнен1емъ знака 

р. ‚такт кавъ первый члевъ содержитъ 4 вовторой степени, От - 

сюда заключаенъ, что кривая вт смежности оъ точкой И лежите по 

одну сторону касательной, (для точекъ 5, лежанихъ вправо или 

влфво отъ У, инфенъ одновремевяас 7› Ч пав 7 у 

Воли кривая въ сисяности оъ точкой И ваходится въ облаотв 

ПОЛОЖИЗельнихЕ 4 ‚какъ это инфетф исто на нашем чертежф, то 

точки. ея, достатсано близкая &ъ М, лезать дальше или ближе отъ 

осв абслиссъ,з$ыъ соотвётетвующтя точки касательной, в$ зави- 

синости отв знака разности й - 9 ‚ а слбдовательно - знака 

2“ х). Воли До У 0, то имфенъ первый случай, и тогда 

кривая 85 сиевности съ тозкой И лежить виб остраго урла, обра- 

зовеннаго касательной съ осью абсвисст; еоли 7“ х а 0, 
. ' 

т0 имфехиъ второй случай, и тогда кризая ВЪ СМЕЖНОСТИ: СЪ ТОЧЕОЙ 

# лежитъ внутри остргго угла, образованнаго касательной съ 

х } Предполозая, что и х } допуескаетъ производныя д0 ка- 

010 - нибудь порядка № Е 1. 
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` осью абециесъ. ВБ первомъ случаф говорних, что кривая обращена 

къ оси абсцисс выпуклостью, во втором вогву- 

зостью. 

Если кривая въ смежности съ точкой и располонена въ области 

отрицательнихь значен1й У, 10 ординати, которыя ин выше обоз- 

вачали черезъ и 9 ожазаваются отрицательными, а потозу 

нри И - уу 0 им8ем$ 9 < м и наобороть; слфдове- 

тельно, повторяя вави разоунденая, приден® къ обратнымь резуль 

татань : при И 6, Криваз обралева къ оси абсцисс вог - 

нутостью , & и 7 < 0 - вируклостью (ср.зерт. 18). 

Ве трудво составить оби1й крите. 

рай, позволяющай р8вить, обраце - 

на - 28 вривая КБ ось абевиосъ 

ВБПУКЛОСТЬЮ, ИЛИ ВОРНУТОСТЬЮ, БЕ- 

ЗависиНо СТЪ ТОГО Ез какой 05- 

расти находится изиё кривая. 6$ 

Черт. 8 
санонь дЪл, ны ВИДИТ, 9ТО В 

й 
обоих разобранрихь нами случаяхь знакъ о оовпадаеть во 

звахонь ордвватя у = у { х) или противоположень ему, смотря 

до тому, обращена - ли кривая къ оси абсвисеь вавуклостью кли 

ворвутостью, -й олёдовательно вопросъ рёазется, напримёръ, зна- 

комъ отношеяя : 

“те 

Ха) 
Такимъ образомъ полузаенъ слёду 

чузеточноз (6 } 

# результать: всан въ вз- 

СЛЗдуевой РОЧЕ& КОИВОЙ ВнФемЪ : 



тс кривая въ этой тозкф обрашена къ оси абописоь своей выпук- 

аостью ; если въ изслфдуеной точк$ 

И (о 
(а) 

то кривая обракена къ осн ото своей вогнутостью. 

Прими$ $. Раземотримт кривую, называемую син у- 

соидой . Она опредёляетоя уравнен1емъ 

= их 

&ривая эта, очевидно, состойтъ изъ дбезконечваго числа пер1оди- 

Черт 19 

чески повторярдихея воля и пересфкает 005 Х ВЪ точкахь 

о, = Й, =2Й, 23Й,,..... 

ВБ данном случа нибене ; 

7 итх, =) бе, ХЕ)-- 

и слфдовательно 

р = 

(2) 
Текинъ образомъ синусонда во всЁхф своихф точкахъ обращена къ 

й 

си Хх ворнутостчьню. Понятно, 370 при этомф исклюза- 

емф изъ разонотрён1н точки лежал1я ва оси Х, для которых сва- 
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иый вовроеъ о выпуклости или вогаутоети кривой по отнопен1ю к® 

оси Х не иметь. снысла. 

Всё предшествующ1я разсунжденая предполагали, что в$ разсма- 

триваемой точкф кривой. / Х) озанчно отф нуля.Допустинь те - 

рерь, это к) = для точки и, а 7“ Хх} ро. Торда ра- 

венотво (4) прининаеть видъ ; 

3 =. пы 

С 
Разстоянза точекк кривой отъ точекз касательной при безко- 

незно-малом® И есть безконечно-иалая. велвчива третьяго поряд- 

ка, а не второго, какф в$ общем» случаф, При достаточно-ие. - 

ломъ й знакъ разности 7.- 9 совпадаеть со знаком 1-го 

члена и, слфдовательно, изифняется съ изифвентемь знака А „.0т- 

сюда заключаем, то кривая въ 1035$ Н перес& каеть 

косательную, переходя съ одной стороны ея на другую { ср. черт 

20}. Такзн точки називаютоя ‘тозкания перегиба 

Боли бы въ 2098 и кривой исчезалане только вторая произ- 

водвая 2“. 50 и третья, четвертая и Т.д., 2 первая произ- 

водная, отличная отъ нуля, была би И. т0 равенство (4) 

дало бы намъ : 

я ян 
9-9 ел 2 нение 7 } 

Кривая в5 тознф М пересфкала би касательную или лежела би 

ПО Одву сторону отз вея, смотря по зону, есть ли / число вэ- 

четное или зетвое, | 

Огранизинся случазиъ, который ин разонахривали выше, т.е, 

4-1 
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когда Иа =0, Ро Я 0,. и докажень, зто во всякой точ- 

кВ, для которой выполня- 

втея эти условзя, т, е. 

в точк$ перегиба, выпук- 

лосзь кривой мфнается на 

вогнутость, или обратно. 

При этомъ, впрочемь, ны 

Черт. 20 иоключаемь изх разсиотр&- 

Ея точки на оби Х, для которихь ве можеть быть р8чи о выпук- 

лости и вогнутости по отновшен1ю къ оси Х, Итакъ, предполагаемь 

Ра ы О и разсмотрин» отновеве` 
и 

4 м 

(2) 
для точекъ достаточно близких къ м и расположенныхь по ту и 

во другую сторону отъ $; другими словами разомотринз отновен:е 

ии 

 ( =#) 
Аля положительныхь и отрипательныхь зназен1й А „Разлагая зи- 

слитель и знахенатель въ радъ Тэблора, имфеые : 

р м) 
ИЕ #3 #1] . 

Л, а Л, - оотаточаые злени. 

При достаточно наломх й. 

знаки зислителя и знаменателя совнадают$ со знаками ихъ первых 

злевовъ; олфдовательно, зкакъ знаменателя не изифряется, & 

знакъ числителя ифняется с$ изибнензень знака р. ; а потому 
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и знакъ дробк ыфняетея съ изнёнентенъ знака и › 1.6, В5 тОЗК® 

# выпуклость мфняется на вогнутооть или обратно 

Для того, чтобы найти тозки перегиба данной кривой, опре 

лявиой ураввенемъ У #2) р ! 

иадо согласно предилушему рфшить уревнен1е 

Або 
значезая х, удовлетворяюя этону уравнен1ю, суть абоннеся т0- 

хекъ верегиба; ординати находинь, вставляя зиаченая Хх вь ура- 

внез1е кривой. При этом$ сафдуеть замфтить, что въ зисль най- 

денвихь тозекь могутъ оказаться тозки, не привадлежантя #5 то- 

чкамъ перегиба вт ЗнонЪ сннол слова, такъ какъ для ифкото- 

рыхх изъ найденвыхе значен1й Х можете исчезать третья производ- 
И 

ная (Х) илв деке вообже пЗляй рядъ производнихз, конзая 

пронаводной какого-либо нечетнаго порядка. Иногда в ЭТН ТОЧЕн 

называють точками перегиба. Воли желазиф сгрэничеться точк 

перегиба въ твовомъ смнсл$ слова, то олфдуеть выбрать 1% зна- 

зен1я Х, для которнхь первая не обрапаючаяся въ нуль производ- 

ная (посл$ второй )} - нечетнаго порядка. 

Признакт точекъ перегиба 

Е -Ру-о 42% / (. . 

быль нами полузенз изъ форнуили(а), которая предполагала раз- 

ложиность рунки1и {, Схт А ) в рядъ Тэйлора по степенянъ 

/ ; невду т$нъ ноут СУТЬ ТОЧЕЙ перегиба, соотвёлетвуюня 

такииъ значевянь Х, въ области которых у = | { х) не раз- 

лозино въ рядъ Тэйлора. Это именно будетъ вить ифото, эели р 

в$ разсиатриваеной ток касательная пераллельна оси у (черт, 
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21); въ таковф случай для соотвфтотвуюнщагро значен1я Х инфемъ : 

= #9 = 

слфдовательно, у = ? (Хх) не разложимо въ рядь Тойлора в$ об- 

‘ласти этого звачен1я Х, и в08 нави предпествующя разсунден1я 

здфсь поэтому не примфнаны; 

Для торо, зтобы не оставить 

безъ ввиман1я точекъ лереги- 

ба этого рода, мы иоженъ по- 

ступить Слфдухлимь образонъ: 

беремфнинъ оси координат®, 

аринявъ прежнюк ось х за ось 

$ я наоборот®, или, зто безразлично, не кфняя осей, повторимъ 

в0$ прежв]н наши разсужден1я, изифняя веза8 Х на У в обратно и, 

предполагая, слфдовательно, уравневзе кривой разрёшеннихе от- 

восительно Х. Вв таком случе$ точки перегиба, въ которыхь ка- 

сательная параллельна оси 7}, перестаютъ играть особую роль, так® 

как$ для нихх инфенъ ©. = ‚ Т.е. первая производ- 

ная конечна. Тазинь оон ин въ услов1ю 

ах 
Зое 

изъ котораго в можемъ опредёлель точки перегиба съ касательной 

= 0, 

параллельной оси У, 

Очевидно, что два условая 

о, И о... (В) уе =0, ау =0 

одвоврененво вмфить ифото для вофхъ точекъ перегиба, для кото- 
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рыхь касательная не параллельна ви одной из% осей; одно 

1-е условзе выволняется для точевь перегиба, въ которнхь ка- 

сательная параллельна оси Х; одво 2-0е.- для точекъ перегиба, 

8$ которыхз касательная параллельна оси у. 

Выведень признакъ точевъ перегиба въ предполовен1и, 910 кри 

вая опредфляется уравнентяки вида 

2-20 
й2 #(9 иечяженннь.. (9) 

г48 Е - произвольний паранетръ. Обозначая дифференнирован1я 

ло С акцентави, инфенъ р 

и ак. 2 
ИЕ = дя и. - ^ 

и зат$иъ 

И е). ка, 
ид =’ Я = 

Аналогично получаемь : 

Такъ какф для тозекф перегиба 

и Ч _ 
Е 208 пу: °, 

то слфдовательно, мн долнни инбть : | 

лу’-ху 0; лечнньннньи:. 10) 

равенство (10) и даетъ ланъ искомый признакъ точекъ перегиба 

Аля кривой, опредфляеной уравненаями {9}. 

Допустииь, ваковень, зто кривая опредфляезоя уравнензень 

“Я, р) = иелнниннии.. 11} 
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Уравнев1е это опродфаветь У въ фуика1и х или обратно. Диф- 

ференнируя вт томь или другонф предположенти два раза ( но х 

в$ первом случа, по у - во втором } уравнен1е (11 ) и опре- 
В : 

дфляя Иса ВЕ И изъ условтй (8 } получаень : 
Я» #5 

та я; }* 2 2:7 97 ЭХ 3 20...48 
Эа (97 АВ 

кан въ другоё фориз : 

зъненены» ( 18 } 

въ тозёзотв® условтй (12) и (15) легко убфлиться, раскрывая 

опредфлитель /Д „Коорливатя х, у тозекь перегиба опрелёляются 

#85 двух уравненй (19) и (12) [пав {13 7] 

пусть кривэя, опредфлаемая уравненлень (11), в%® частвости 

- алгебраическая (?- ро порядка, такъ 9т0 Я х,у } - нного- 

члевъ № -й степени, Вводя сднороденя координаты #,, х,, Х, 

{ вр. Е: ), замфняемъ уравнен1е (11) уравнен1ен® 

(о, 4,2) =0, ии м) 
га # — ОдвОродЕий многочлен /? -го изифреная и 

Я, 2.2)”. Я, 2.) иен 618) 
Дифферениируя равенство 15) а ›бозвазая пронзводния перваго 

и Второго порядка фувкизи во перемённиму х, Хх, , х, черезе 

2 0 и анаа инфемъ ф, $ ‚ , # ВИ 
т, 2 3 и я? у 
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ф-4”  › ет 
9 ва” , фауну, 4% “д (6) 

Такз какъ $ - одвородвах фуякб1; / - го изыфревая, а 

— сдвородвыя Функши //- 1-го изыфреная, +0 во 5%. = 
ы © [2 = х = ни 2 | = а у ® = = ® = я 

(-)ф ы 2$ -2, 4. +9, 33 
и кромф того 

20-24 2346 - „9 - © 4:1... 18} 

земфвяя ва детернинактй Л {15} про- для точект данной кривой 

УзВОлНЫЯ Буве Я проьорзовальвяни виъ ПООИЗвОлНВиИ | 

9, ‚ав, 4, т, $, въ силу равенства» (16), затфнь укнслая 

посляфаН1е столовик и стоску на ( № - 1) а вычитая соотвзт- 

стьевно элеиевты вервыхь АвУХЬ ЗТОЛОПСВЕ # строкъ, пе умноке- 

Е1и ихь на х, ива х, „‚получииь въ свлу равенотвъ (17) я (18), 
ре 

посль сокрененая нах 

® и ® =70 Сееежинянннние. ( 19) 

2% 
бпредьлитель, находватйся въ лФвой части равенства, назнвается 

ЗЗыв 

опредфаятелемъ Гессе { Неззе ).бнъ составлене изъ вторых нро- 

изводныхь функилй Я „Ур-1е (18) опредфзяеть нзкоторую кривую, 

которая називаетоя Рессосвой кривой по отнопен1ю =$ 

данной. Точки перегиба алгебранческой кривой лакикъ збразонь 
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суть точки, пересфчен1я ея ©ъ Гесосовой кривой. 

Прин ро. Разенотрииз кривую, опредёляемую уравне- 

нтек$ : 

Разрёшая ур-1е относительно у, имфемъ.: 

4 

= 57 

Условзе 9 
2 

У -0 
Ре 

даетъ нанъ 

_# 
7-9 

й олёдовательно Х = ‚т.е. не приводить ни къ какой точк$ 

перегиба на ко- 

незнокъ разстоя - 

или, Условле 

2 

даетъ вамъ 

бу 0 

Черт 99 `  озкуда у = О в сд. 

довательно Х = 0; 

такимф образоиъ кризая инфеть тозку перегиба въ начал коор- 

ИЯ _ 
дивать. Для ХО, У = 0 инфенв СУ, = 0; слфдовательно, ка- 

сательная въ э70й точкф совпадаеть съ осью у ( ср. Черт. 22). 

Эта же саная кривая ( кубизеская варабола ), ножеть бить 

опредзлена двумя уравзевтями.: 
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9-е 

Я д 

Услов1е ( 10) даетъ намъ : 

240-67.1=0 
или Ё= 0, откуда Х=О0, У =0, т.е. приходим иъ прежяечу 

результалу. 

9. ` ЕСИНИТОТЬ. 

Пусть кривая опредфляетоя уравнентяни: 

=) 
= (1) (4... (1) 

гб ё пооизвольный паранетрь, в пусть при приблинени ( 5 

вЪкоторону опредфлевнону значен1ю С въ честности монет быть 

Е = СО)по крайней мзр® две 13$ коордиватъ $,У, опредёля-- 

еныхь уравнентяни (1), возрастееть безпранично по своей абоо- 

лЮФнОй величин$, так что иыфенъ 

ето вы 
или одновременво 

(0-е р 
р {(#] -©> 
#6 

Въ такомъ случа буденз говорить, что данная кривая инфетъ 

безконечно -удаленную точку, соотвае- 

отвующую значея?ю парзыетра С = Га „Понятно, что кривая мо - 
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жетъ нифтЕ г нфоколько безконечно-удалекянхь точекъ., Разоно- 

тоимъ усавьенле 

Р-в__ Ух 
6’ 7 Я’ 

кли, ГОСлЁ преобразовануй, 

р. 2-2 ее. (2) 

в буден перанезрь {” лриблинать кз зваченю (= ,. При 

элельвой вз произвольной точк$ кривой 

э2омф ваша касательная будеть перехфнаться соотвфтетвевво ие- 

ренфщен1ю ея точка прикосновен1я по данной кривой. Воли отно- 

вен1я кооффинентовъ уравнен1я (2 }, т,е. озновенуя 

р ,. р 

дя (ау-2у) 
отреиятся яхт опредфлеввинь рредфламъ при неограничевнойь при- 

ближен1и [д к5 С, то уравкен1е (2 } для Ё = с опредзля- 

вт вбкоторую пряыую, къ котооой неограниченно приближается 

касателькая при вице упоуязуномь узнёнензи {. прягая эти 

яазувается асзииптотой; ее мозас разсматривать (уе- 

ловно) какъ.васательную въ безконечно-удалевной точк® кривой. 

Аля того, чтобы опредёлить асинпроты данной кривой, слф- 

дуеть прежде всего найти ев Зезковезно- удалевния хозви, т. 

в. РЁ значен1я параметра Г козорвиЕ зоотвфтотвуютъ безконез 

НЯ значен1я одной или двухъ координатъь, а зет?иъ произвести 

изслфдован1е уравнен1я касательной для вофхф вайденныхь зна- 

че81й параветра, водобно тому, какъ это било намфзенс вне. 

порвитох, Разсмотри гилерболиьзческ ук 

снираль (см. зер. 14), которая вз поларныхе координа- 

та (®, # } опредфляется уравнен1еиъ 

9 = @; 

ии 9-4 
# 



Перейдем отъ полярнихъ координат» кз Декартовыиь помонью 

фориуль 

СФ = теор , й* ни 

Вставаяя значенле е изъ уравнен1я спирали, получаент : 

ае24 с. 49 
я 

ра = а «зовчавтантовиныев (8) 

Равенолва (3, в5 козорыхь разскатриваен$ р какъ провз- 

вольный парахетрь, опредёляють пиперболическую спираль 05 Де- 

карзовихь коордвнатахь. Приближая {7 къ нулю, пибемь 

а - с хо бту - ое вар 5 а. 

ре Ире 

Таким образонь инфемъ безвконезио-удаленную тозку, соотваеству 

кную звачен1ю параметра е =0. Для того, чтобы найти асвыпто- 

у В эт0й тозьВ, пршен ураввен{е касательной въ произвольной 

ФочкЗ спирали, для чего опрелфляемъ производныя 

‚„ м. а . 2 . = = ие мии - во) =- = р +0). 

рр оер)-- ретри 
МИ а Громе- гр). 

в = я ро й Р Я 

р . 1! м 
боставляя выраженле ху - х’у , имёевь 

@ 2 | ео * ель вам .& 
- ==> - + рев + Обр ТН р - епрому* ри 

5”, а . пе] р 

Сопостьвляя полученные результаты, прихоаныь въ состворе- 

ВТяЮВ : 

Я .. -2’(«у- =) = (фе ау) риученум 
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ий са$довательно уравнен1е касательной привимаеть видъ : 

(рее) рииу чер) та 
полагая зд$сь й =0, получаемв уравнев1е асинптотя 

Я-а 
Такимъ образомъ, риперболическая спираль имфетз асиннтоту па- 

раллельную оси Х и ототоящую офф нея на разстояи = “. 

Предположинь, 4910 кривая опредфляется уравненемь 

9-2) (+ 
въ Декартовихь координатахе. Для опредфлен1я асимптоть нежно 

повторить вс$ предъидуя1я разсужден1я, полагая лишь въ частно- 

оти параметре [= х. Безконечно-удаденния точки кривой #0- 

Рутъ соотвфРОТВОватЬ безконезноху или конечному значев1ю або- 

писсы Х, и соотвфтетвенвс этону удобифе отд&лЛЬьНо оазонотрёть 

два случая. Первый изъ нихъ характеризуется тФнъ, это изъ ура- 

вневзя (4 }. для Х 22 инфеиз: 

ту +52 ‚ИДИ 4.9. 
„Х= 

Рд% #. ковезное опредфленное число: во второмъ случа для 

яфкотораго конечнаго значеная х = а имфемъ; 

у 59 

а 

Разсиотримь первый случай. Уравнен1е касательвой напитемъ въ 

ВИД , , 

9-7) 20. &- т.) 
и перейденъ къ предблу, полагая х = о> . сли при этомъ 

2; {8 „К 

оао 
Хе 
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гд8 Ки #2? - опредфленныя конезныя числа, то для разсиатри- 

ваеной безконечно-удаленвой точки асимптота существует» и ура- 

Си бт (6) 
Указаннимь пр1енонт ин, очевидно, ве можемъ найти аовия - 

внен1е ея иметь видъ-: 

то7ъ вараллельнихт оси у, такъ какъ уравнен1е всякой прямой, 

параллельной оси орликатъ, не содержитъ кооридныти у и слёдо- 

вательно не ножетф биль представлено въ вид® (6), разрбвен- 

вынъ отвосительно у. С» друрой стороны, очевидно, то дл б3з-— 

конечно-удалевнихе точекъ кривой, соотвётствуюнихе безконен - 

ним значентяиъ абсцисс, 8$ зожеть получиться асииптоть ра - 

раллельнихь оси у, так какф воБ розви прямой, пераллельной 

оси у, инфють одну в ту же ковечную абенассу. Такииз образокъ, 

мы инфли право въ первонъ разонсотрённонь нани случа предполо- 

Жить уравнензе касательной вз видё (5 ), разрфвеннииь отнови- 

тельно у. Для того, чтобы найти асинптоты, параллельныя оси у 

{ если онф сушествуют$ ), слёдуеть обратиться ко второну слу- 

чаю, т.з. разснотрать безвонбчес-удалевния точки, соотв тотву- 

ю11я конечнинъ значен1яуиъ абецисен. 

Итакъ, предполагаенз, 910 для х=а 

у. 2» С) - =? 

Очевидно, что для опредёлен1я асинитотн можно повторить вс8 

предъидуи1я разсуждевля, замфняя лишь везд% Х через у й об- 

ратно, т.е. предполагая уравнен1е кривой разрёленакмь отвоси- 

тельно Х и соотвфтственно этому уравнен1е касательной въ вии 

= а 9... а ЧР Уря 
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Такъ как для разоматриваеной бозконечно-удалевной тозки 

вадо положите у = их - ковечниюъ, то, равт асимптота су- 

2х . 
нествуеть, производная 27 необходино должна иифть вред$- 

ломъ пуль; ибо въ противномъ случа$ свободный членъ 

4 
2-7 

нэ хожеть стремиться кз ковечному вредфлу. Отоюда явствуеть, 

320 аовивяова, воли она сушествуеть, параллельна оси у. 

поки фръ. Разокотримь раввосторовнюю гиперболу; ура- 

внен1е эя возьмем въ вид% 
4. 

ту:а откуда 
- .@* 
= 

Визферениируя, получаенъ ; 

Пу. 
ие 2“ 

Убавненае касательной инЁетЪ виде 

{ В 8а^ 2-9, (Да: р. а. 
7. 2 42. 5 < 

20 свунетраи уравненя г гьно Хи вепосред- 

СТВенВо ОЧЗВИАНО, ЧТо для У = соБбОвоНЕс аполсгичвс волу- 

аимь уравнен1е другой асинитоти 

«=о 
Такинъ образомъ, гипербола инзеть двф асикитотн; совиздаюн1я 
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с$ осяни коордиват$. 

Предполовинт, что иызен алгебранзескуюь 

кривую / - го порядка, | 

Для опредфлен1я асинототь заибтинь предварительно, Что вак- 

дая асихотота пересфкаеть кривую только в$ /2 - 2 фочкахь, де- 

жанихие за конечвовт разстоян1и, Пзвозвительно, касательная въ 

произвольной точке кривой пересбкаетт ве вф /- 2 точкахз; 

остальныя лвё точки пересфченая сливаются в$ точкф превобво- 

вез1я. Удаляя безгравианс точку прикосвовез1я вс конвои, полу- 

с чазиь въ предёль асимптову, которая слфдовател Улетв вере 

сфказь кривук въ  - 2 точвахъ ва вонечновт разотояв1к и въ 

д РОчкаХт. двух  СЛИЗВИУСЯ 

ИСХОДЯ Н8х ЭТОРО захёззыйн, легко виведенъ 00818 прфемъ, по- 

средетвомв котораго ножемь найти во$ зопивтоты зигебрая 

кривой /? -го порядка 

«у )то ини 
Разсмотримъ совнйотво съ уравневлень | 7 } уравненте пря- 

вой 

#72 +9 «езенанатно СВ) 

Абоцихи точекь пересфчен1я этой прямой еъ данной кравсй опрё- 

дфляюлся взъ уравневзя 

В: о, лин 8 
получаенато подстановкой вт уравнен1е (7 } значен1я У, полу- 

чаемаго язъ уравнензя (8). Въ раскрытомъ видз ураввен1е(9) 

напитется так: 

отит. в 80, (10). 
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при чемф въ коэффишенти д, , А, ‚ А} в. -.ВОЙДУуЬ Е И {в 

шая уравненйе (.20.), нолучииъ / `зваченай Я в олфдовательно 

№ зочекь пересфчевя прямой (8 ) съ данной кривой линзей. 

Для торо, чтобя прямая (8) была аоинитотой, необходино, `что- 

бы она пересфкала кривую (7 ) только въ (./2 -2 ) тонкахь на 

конечномз разотоян1и и в двухх сливвяхся. тонкахт въ безконеч- 

ности ; для этого въ свою очерель необходимо, зтобы уравнензе 

( 10 ) инёло только ( /?- 2) конечнихь корня, а остальные 

два корня обратились он въ безконечность. Рребован1е это выпол- 

няется, если уравненае { 10}, которое вообще - /? -й счешени, 

обратится въ уравнене (/7-2 ) -й стецени, т.е. если 

«#.-о ‚ й-6 ина... 01) 
Уелов1я (11) представлярт® изъ себя два уравнев1я, содерваля 

кв #. рёвая ихъ, находиих одну или нфоколько системъ зваче- 

в1й К, # ‚ а сафдовательно одну ‘или нфоколько дФИствительнихе 

ван мниныхь асвиптотф, опредбляенихь уравненземь (8). 

Очеведно, мы ве получеыЪ этныз прфеноиз асинитоть, нарал- 

лельныхь осй у. Для торРо, чтобы ихъ не упустить изъ виду, ©л$- 

дуетф повторить предъвдуя1я разсужден1я, изифняя везд Х на У 

и обратно, т.е. предполагая уравнен1е прямой вЪ вид 

(2?= ий .& 

При этонъ, если желаемв опредёлить только асинитоты параллель 

ня он У, то ножемъь овранизиться уравнензень вида 

= & 

Вотавляя вуфсто Х еро зкаченяе въ уравнен1е (7), мы иы- 

аъ; у }-о, (18) 



в въ этомъ ураваен1я должны исчезать члейн двухъ высиихь сче- 

пеней относительно у. Очевидно, это возножво лишБ 8$ том слу- 

чаф, если уравненае (7 } не. содержала злена съ М -й сле- 

педью у, такт какф вооффин1едть при этонъ членв не. содержить 

Х в слфловетельвс ве #ожет$ обратиться в$ нуль при подотавов- 

к выфото.Х подходянаго Частнаго значев1я а. Такииъ ‘образоиъ 

кривая (7 - го ‘порядка можеть имфть асинптоту, параллельвую 

осн у, толькс вт тонф случай, если уравневе ея ке содержить 

злена съ у” ; авалорично; аснивтота, параллельвая осв Х. но- 

жеть сунествовать только въ томь случа, если уравненае не го- 

дерннть члена съ х" 

праинзчан1е . Можетъ случиться, что значен1е 

к, полученное изф уравненя А, = 0 (А, „очевидно, не содер- 

ЖИТЬ г ), обрапаеть А, вз нуль при любомф зназев1в #, таке 

970 #, 

предпеложимь, что это зназен1е К обрашаетф въ нуль. ЦВЛЫЙ ряду 

= не опредфляется изъ систены (11.}. Для обиности 

коэбфин1ентовз 4, , А, ‚-.. Ан, ‚ Й Первый не ночезающ1й ‘ко- 

эффицленть уравненая (.10 ) есть А„ „Тогда всф прямыя, опре- 

дёфляемыя уравнен1емь (В ) пря упозявутом® значен1и К и про- 

иЗВОЛЬНОНУ # ‚пересфкаютъ даннуф яривую 65 7” СЛИВвИхСя 

безконечно-удаленнихь точкахъ; эта систеха параллельнихе пря- 

внхз должна бить разонатовваека какз пузокъ офкушихе, проходя- 

.8Х$ 4е0ез$ одну безконечно-удзленную точку кривой и пересфка- 

Декцти проф. Еторова. Часть 5-й 

Лии. посвпояловеь 
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рвихь въ вей кривую 77? разъ - { въ нориалькомь случа$, разо- 

бранвомъ выше ‚, 7? =1) . Чтобы выдфлить изъ этой системи 

ЗеиниРогы, надо потребовать, чтоби еще одна точка лересфчен1я С 
370. зребован1е приводите къ уравнен1е м =.0, откуда в опре- 

+1) - :) слилась. съ Зезковечео- удаленной точкой, а 

дзляезея одно или БЪоволько значен1й Ра и, слёдовазельно, од- 

Или НОкОлЬКкС асвнпотъ, 

йринБръ. Разсмотримт коивую, вазываеную пе- 

картовниь длистомнт и опредвляемую уравнеатень 

3 2 
жи зами - { черт. 23 ). к 

Р$фиая уравнен1е Декартова листа совыфство ох уравнеяемъ 

Я и+# 

пол Зы 

израиле" за 

Приравнивая вулк коэффицлевты при в и визенъ 

изо, ЗА -даи-е 

Изв перварс уравнен1я получаеиъ единственное дфиствительное 

зназен1е для К, а виевно:. 

Иа=-7; 

ветавляя ро второе, полу- 

чавиъ ; 

- 

Чакимъ образомъ, Декартовъ 

Черт. 28. листь инфетъ асинитоту 

й77”-® 

пли 



долагая въ послёдвемь уравнений = 0, вибенъ у=ж-а ую- 

рзагая у=о0, получазкь х=- а; слфдовательно асвыитота пе- 

ресфкаеть оси / и у въ области сотривательнихь зназен1й коорди- 

назъ, ту и другую на разстоянйи а 07% начала 

10. ОСбОВЫЯ ТОЧКИ; ОСОвВЫЯ 

КАСАЕЛЬВЫЯ. 

Ограничинся въ дальнфйшемь исключительно акалитическини 

кеивнни. Фувкпфи, входяя1я въ уравненая этихь кривыхь, допу- 

скактъ вообже эдикственное разложен1е въ рялз Тэйлора въ 09- 

УБННЫхФ. ВО возножны и тав1я исклю- ластв любихь зна 

зЕтельныя зназеная веремёьвыхь, 6% области которихь аналити - 

ческая фувкшя отихъ перзиЗнныхь или вовее не разлагается 5 

рядъ Тэйлорз или допускаетърфеколько различнихе разлеженай; 

так1я значеня вазнвають особнни значен1ани, и ня до 

сахъ порз вообне исключели ихъ изъ разсвотрвн1я. 

Йредполарая уравзенае кривой въ вид® 

= 7@) (а 
допустян, 910 х=х, есть особое значен1е для фувки1и 

ординатЕ д х ), к разснотримъ точку криво, опредвляеную к 

й п 
ву 7 (х, ). Вов этой возмовны два различняхе случбя 

Во - первыхъ, кожеть оказаться, 470 при перехса® Еф зовоё 

систем$ осей х’, у’ особенность, съ. которой кн инфенъ дёло, 

исчезаетъ, т.е, друпини словами, абсцисса = взслвдуеной тоз- 
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ки относительно новой системи координать ве принадлежит къ 

Числу особихь значенАй функ и и =’), входящей въ правую 

часть преобразованнагс уравнен1я, 

й д И) 

Въ таком$ олучаф зволфдуемая точка ничфиъ не выдбляется изъ. 

зовокупвости 305х$ъ зотальнихе ; она есть обнкновен- 

зая точка кривой. Подобный случай инбеть иъото, если въ 

точк$ (Сх,, у, } данная кривая допускает$ единственную, впол-- 

88 опрелёленную касетельную, но параллельную оси у ( евр. чер. 

24 }: аайствительно производная 

ах - ы), 
и 77 

въ такой точкф равна безконечности ( какф танреноь пряного 

угла), п слфдовательнс функ. 

„7 пя Г х ) не допуска- 

и етф разловеная` въ рядъ Гой- 

зора ‘по степенямь (х - х,) 

© если же мы измфнииь систе. 

иу коорлинать, вриЕязъ пре- 

УО— ЖНЮЮ ОСЬ Х за`005 у и 05- 

Чер 24, разно, то для той же т05- 

КИ будемъ. инфть #. 

Я = 0-0 

[62 

и особенвость иочезаетъ, 

Во - вторых, ножетъ казаться, что викакинъ преобразо- 

вав1емъ координать мы не новемь достигнуть того, чтобы въ 
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области разсматриваеной ‘точки правая часть уравнентя данной 

кривой раздагаласв въ рядъ Тойлора; при томъ единотвеннииь спо- 

собомф ; другини словами, особезность, съ которой ми ииземъ 

дйло, не устранина преобразован1ень координат. Точки 

(1,..5,} такого. рода буленф называть особнии точка- 

ни кривой 

Бля изолблованая этихф точевь естественно перейти кз дру- 

гому 610600у акалитизескаго предотавлензя деяной кривой, 2 

именно опредёлить ее уравнен1енз вида 

Яр у)=е {2} 
Пой эзонф возможны два случая: во- первых може оказаться, 

произволу въ ныборй функ] и я 470, Не сиотря на язвёотЕ 

въ уравнен1и ( 2.) косрдинати х, ‚ у, изолфдуеной точки воег- 

да будуть  особныии значев1яни для фувкии Я. во - 

вторнхе, можете оказаться, зто функи1я Я, входявая в$ 41%- 

вую часть уравненая {2 ), разлагается ЭДИНОТВеннННХ спосо. - 

бонф въ рядф Тейлора во стененяиь (х-х, } и(у- у). 

Первий изъ упонявутыхь случаевъ виБеть нбото, если х, есть, 

такъ называемое существенно - особое зна- 

зев1е перенфннаго. х для фк и х} , входящей въ 

уравненае (1). Особня точки этово рода мн пока оставииь въ 

Зторон ; волфдетвае невозможности примёнить въ вх изслфдо- 

Вани ряда Тэйлора, трудно и получить как1е = либо обе ре- 

зультати , относяяляся къ точкамь этого типа. Замфтинъ, что 

алребрайческая кривыя допускают® исключительно особия точки 

второй категор1и;, такъ какф уравнен1е всякой’ влгебраияе - 
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ской коивой ножетъ бить приведено къ виду. 

Яву)-о 
249 9 - пзлая вия { ннорозленз), а нзв%ст- 

20,. что ифлая. рапзональвая функизя разлагается въ ковечный 

рядъ Тэйлора въ бласти любов снотенн значенё (х, ‚у, } ве- 

рекфнинхе. Прежде зёнъ нереходить къ изслёфдован1ю особих® то- 

зекъ, разсмотринь три примбра для иллюстранзи предвествую - 

инь общихь ссображевай, 

Принфрьъ 1. Разонотримь параболу 

ух 
Рёная уревненае относительно 7, имфемь : 

й = ИЯ ‚от 

длЯ х=о0, иыфенф у=о. дегко ВиДЪФРЬ, 30 х=о ©61ь 

оссбое звачен1е для фуничи у= \ 2. х + ; дабствизель- 

-: 

а ур. 
её и . 

я для х=о имфемъ ; 

изивнинь оси, поларая 

откуда 

й 
10988 х=о, у=о соотвфтотвуетЪ Роза хто, уго. 

озевиднс значенае х=о не пренадлежить къ яаислу  еобыхь 
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значений для функийе у, такъ как У’ разложено в конечный 

рядъ Тойлора по степеняиф х. Такимъ образомь, точка к=о, у=о 

зозь обыкновекная точка рераболи. 

рт 
Касательная въ этой точк$, очевидво, совпадаеть съ осью у. 

Прин фръ 2. Разомотримъ кривую 

&= Я 

Ве трулно убзаитьоя, что значее х=о есть особое зна- 

зен1е для Функнай х1 ; двиотвизельно, для $=0 

И у оо 
и 77 Я 

и олрдовательно у ве разлонимо въ радъь Тойлора но степе.- 

ян х, Не трудно бы было убфлиться и в5 томъ, 310 особен - 

ость, о% КОТОрой ВЫ имфемъ дбло, не устранима преобразова - 

1емь коордивать. Гакимъ образоне точка хо, узо есть 

особая точна данной коввой. Написевъ уравнен1е кривой въ 

$“ ро 

легко убфждаенся, что эта точка ве приналлекить къ числу су- 

ВИД$ 

вественво - особиха. 

поннфох 2, Еззонотрииф кривую 

# 
й = (2) а 

Й 

Решая уравнев1е относительно у, им%емъ 

в2(=) 

значен1ю Хосоотьфтозтвують два значеня у, отлизак- Кавлоя 

вся знакомъ; эти два звачен1я оливаются для Х=О, 1.8. 
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вой этонз инфенв у= 0. Разларая в® рядз во стеленянь х, хо- 

тя би по формул бинома, второй факторъ правой части, поду.- 

лиф два различныхь разложен1я : 

Оба они для х=0 дають у=0. Такииф образом» вф обла- 

сти точки (0, 0 ) имбень два различнихь ряда Тэйлора; не 

трудно убфдиться, 970 преобразован1е координать не можеть васъ 

избавить 0т5 э20й особенности; точка (.0, 0 }, такниъ обра- 

30и$ ‚.- особая . | 

Предполагая уравнен1е кривой въ вадё 

Я: 9) =0 (2) 
обранаемся кз изслёкованфи такихъ особых точек (х,у), Въ 

области которнхе функная Я ст , 9) разлагается въ рядз 

Тэйлора; при этом$ ин разъ на всегда исключаен$ изъ разснотр?- 

и1я безконечно-удаленныя точки, зоб дован1е которяхь потребо- 

вало - бы введен1е однородвихь координатъ, и слёдовательно 

во воен дальнфйнемь предполагаем, 910 х и У. ви$ют5 ис- 

клюзительно конечнныя значен1я. Раная уравиея1 в (2) вы нполу- 

заемъ уравнев1е кривой ве видф : 

9) ; {1} 

.№-/(Я): 
при этомь, вообще говоря, функиая 7 т, и Хх у ) раз 

/. 

ложими, каждая единственныиь споообомъ, въ рядин Тэйлора въ об- 

ИЛН 8$ ВИД 
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ласти значенй хи, соотвётотвующих» разонатриваеной 209- 

кф. Но, если точка ( х, у) есть особая, то, сорласно предъи- 

дущену, так1я разлощеняя не_должны имёть ифета, а ‘для этого, 

какЪ ИЗВЗСТНО из® теор1и функа1й, частвия производния 

с 22 Я 
Я в ей 

лёвой части уравнен1я (1) долины обрапатьея въ нуль для ко- 

ординать точки (х,„ у); обратно, если для коордвнатъ точки 

(ху ) инфемъ одновременно 

2Я. я и =0) 5 =0 Я’ у 
5 

То эта тозка веть особая точка кривой вы видёли, что васа- 

(.3) 

Фельная въ 1095$ (х,у} опредёляезся уравкенлемь 

# (3-2) + (9) 64) 

га Да 4 - текуш1я координаты; если ямфемъ одновоемейно 

Я 
5 79 я - (3) 

Ф0 уравнен1е {4} обращается въ зождество, и слбдовательно: 

умы встрёчаемоя съ неопредфленностью при изысканти касазельвой 

85 10958 (7, 9}. 

1} Шъх эполъ зы дищь предполазвен, что услов44 ( 4.) не вы- 

волняится дя вся той мочки данной кривой, Подобный 

случай мы бы имюди, напр., если бы уроанейся ( 2`} имъло видъ 

Яна, здь ГХ. хи) - мнозочлень ‚ в  - цълое во- 

лохительное число > 1. Дюйствительно, усаовтя 4.) при- 

„у =. „{” 
нунаюиь эдюсь видъ г 
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Отсюда слфдуетв., чо особыя токи того 

класса, которнй ны изслё дуенз, 

хожно опредфаить, кадъ такая то- 

чки, для которыхз задача инзиска- 

1я касательной приводить кз не- 

опредф ленности. 

изелёдован1е особой тозин (х, 9} наиболйе удобно вести, 

перевося въ нее назало воордикать, т.е, нолагая старыя коорди- 

заты Ив „И раввини 

= же - о=жчх , уу, 
тд Е: . й коордиваты относЕтельно нов свотезы ссей, па- 

роллольняхь соямт 

| перзовачаленоа 

+ 

В пля точзкт арнвой, л. 

СТаточнНо - близкие 

изолбдуеной 109- 

$ К М, КООрдиЕРУЕ р , 

Черт. 25. 7 

и слъд. вычозняюися длЯ всткъ всчехь банной кривой. боетво 

возможно избихоть побобинто слунан, Баления балное урменыы 

#12 равносильныяь му, НО болте прссг 
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72) У) ы Я т=®, 2) 

разложина въ рядъ т йлора ( Маклорена ) по степеняия р: ‚7 

такъ что фувки1я 

и саздовательнс уравненле кривой можеть быть нанисаво въ ви- 

беря АЛЕ в ви 220 

наи ы и , 

я #8 77 (В = 2% #7872 и но 

такъ какъ точка (х, у) лежит на данной кривой и слфдова- 

у) -° 
Вудемъ для сокращен1я обозназать частння проязводвыя Функн1и 

тельно 

ре й , 
< о хву, по подотановк$ коорлинеть х, У точки м, че- 

и 
резз ‹” со значкаяи 1 в 2, при ченф значекь 1 пишене столько 

разъ, сколько разъ приходитея лифференпировать по х‚а значеке 2, 

-СколЬко разв дифферениируемв по у.Тахииу образом полагазит. 

2-7, 2, С, Г, а 

Уравнев1е. креРой окончательно напивемЪъ въ видё 

67” а Е 
а +47 (8 "7878 

ИИ 
* Е * И Я): ее (5) 

Вудеиз изолфдовать пересфчен1е кривой сс евоЗьОвныИ пряня- 

‚ Прохоя я чёрезъ тозку №. Такъ кыкъ точка эта эсть ча- 
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ло координать в$ систем8 # , 7 ‚ то прямая, проходящая че = 

233$ №, опредёляется уравнен1ями 

27,141 (8) 
24$ Г - произвольный паранетоз, 8 я (И - постоявння. иовлю- 

чая С изъ равенотвь { 5.). приходим 5 уравненти пояной въ 

его ОбычЕом® БИдЗ: : 
МЕ 

Й =ч й (7) 

Для опредблен1я точекъ пересфчен1я данной кривой с* пряхой, 

проведеняой нами, мы должны вставить значен1я р , 7 ‚Изф ра- 

векотвъ (6 } въ уравнен1е (5); мы тогда получимъ уравяе- 

в1е, изъ колооаго вайдемь значен1я # , соозефтотвуюяля тоз- 

кемъ пересфчен1я; вставляя эти значен1я в$ Вормули (8 ),н 

получичь координати # ‚ [ точеку пересбченуя, Прелпол 

значала, что точка М есть обикнозечная ‘точка Кривой. В1 таком 

©луча$ Я я Я в$ убавнени (5 ) кривой пе зогут» одяовре- 

менно ночезать и олбдовательно уравченае для © 

СЫ 
кт Ен ии В =0 (8) 

получаеноз такъ, какъ бяло указано’ выше, содержит вообще го- 

воря первую степень Г . Мы видим, что одинъ изъ корней это- 

го уравненйя есть = о, а вов остальлие отаични отв нуля, 

Корень Ё = 0 СООТ тОтВуСтЪ звеченяиз Я = о. 7 =0, т.е. 

зоч4 М, и слбдовавельно пряния, проходян1я. зерезф эту тозку, 

пересфкають данную кривую одинь 0235 в М, а з2 ВЫ5 въ другихь 

точках», отличнихь отф М. Воли бк ий пожелали, чтобы олая чьъ 

этихь озтальнихь точек» пересфчен1я слилась оъ точкой Н, т.8 
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чтобы прямая пересфкала данную коивую вЪ К в$ двух® сливряхоя 

точкахь, то намъ слЗловало бн вябрать ностоянния у ви такъ, 

злобы вф уравнев1и (8 } исчезь козбинзенев пра перёсй степе- 

и Г ‚Т.е. втобн ииЗло ибсто равенотво 

“У еЯи =0 6 ®) 
Дбйотвательно, лёвая засть уравненя СВ) 15 такомъ случа д%- 

латся на Г ‚ Н слфдовательно уравнен1з допускает дву - 

кратный корень Г =0. @з5 соотновеная (9 ) получаем: 

Ч 
Ы о одна прямая, ‚опредрляеная ур-1ем 
7-5 _- 

али Ре, 10} 

хоторая въ точк$ У пересфкаетъ кривую въ двух слившихоя точках 

СЛВд. ВЪ ТОЧк® 

Очевидно, эта прякая есть касательная, какъ это впрочем, явству 

эт5 и изъ ея уравненйя ( 10 }. 

Предполовимь теперь, зто М ‘есть особая точка, таку что для 

нея нмфють нбото равенства. 

«7. о, Я = 2, 

й пусть и3$ числа “трехь производнихь я .#, я 

крайней ифрф одна отлична‘оть нуля.Тогда уравнен1е кривой (5} 

прининаетв видъ 

перед рнть Е вед 
а уравнен1е (8), опредфляющее им и [ ‘для точекъ 

пересйчен]я, обращается въ 

иис № =. ОН 

и 
аи чая. и * в у ИУС +9 (8) 
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Такз какъ это уравзнае для вояких® зназени Ч В и вопуска- 

етъ двукралний корень Е =0, то олфдовательно всякая прямая, 

проходя $ точку М, иметь въ ней д 2 В сливнихея о5- 

ик точки ©% данной кривой и олёдоварельно, с$ извзстной точки 

1я, ножетъ бить разснатрия: экз касательная, Точка № 

типа називаетоя двукратной или двой- 

ЧАОЙ. ФСли ВЪ ЧАстности ПОСТОЯвНЯЯ 7 Я и удо- 

вла гВоряють услов1ю 

Я ИИ * д. и: =0 {13) 

со уравнза1е (12} лдопускавтъ трохиратныий корень Ё =С й ол$до- 

зательно соотвётствуюная прямая ихфетъ въ точкф И 0$ данной 

т ря сливыихся общихь тозки. {15) по раз- 

а <" обранается вт квадратное ураенчн1е 

а 7.) я 

2%) (4) 
отЕосительно и И слздовательно, черезь двукратную точку 

проходя дв прямия, имфюшя въ этой точвВ сз данной ири- 

802 ри сливвихоя обшихъ то Эти дв$ прямия и называют- 

‚3 касательныни в5$ т$овомъ снысд8 слова, Таким 

образонь , ВЪ ДВОЙНОЙ ТОЧК$ существую дв В касазельнихь, 

АЗИствительнихь, ининыхъ или совпадаюнихь, Въ зависимости 07% 

ого, имЗеть ли квадратное уравнен1е ( 14) лва двиствительнихь, 

ихЕ или два равнихе кооня. Уиножая уравиен1е ( 13 } на 



Гоа зан 

Гу- 2 и = 2 

полузаемь уравнев1е 
Я: я ра 
я "Раб: о (15) 

которое санородно относительно & . й ‚ й слвдовательно опре- 

ая „что 

дфляетъ пару прямихъ, проходанихъ через точку №; пряныя эти, 

очевидно, - нз ято иное, какъ двф касательняхь койзой в$ д 

Ной. ток М, В® случаф 

„7: Ио >” #1 

РЕЙ казатольнихь дЕйотваявельны ий оазличия хежду 00508, & 

тахь ‹акь касательныя ни получаенъ, разоматривая пузчонъ СЁау- 

вахъ, проходяжихь чзоззъ точку и п застазляя одну изъ тачеку 

зозпасоть 55 М , то, очеввано, о перез$чен1я, стличныхв ОР 

данной Криву: ояно друня савличняни путяни притти вв Гоч- 

&у м, т.е. кривал дБа раза проходитф черезь эту то 

каясь самка 0$ зобою. Двойная точка такогс воде 

лом или узловой точкой ( сы. ч9р. 26 ). 

ВЪ случа 

ра 
#22 

яя 

7 я, < 9 
кзсательния 85 двойной точкз - 

мнимчя, откуда ясно, что на дая- 

в0й кривой не должво сукзотво - 

Вать, ДЕЙСЕВИЕЗЛЬНЫХЬ ТОЗект 3. 

Черт. 26 Змежности съ АВОЙНОЙ 

го тина, которая, таканф образоиъ, двляется отлфльной, уеднненио 
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зоч5Ой кривой. Пвойная точка такого рода назнвается изосяв 

рованной ‘точкой. ( сх. зер, 27 ). `Наковець, въ случа» 

/ Я =29 я и 99а 

“ цабательныя в% двойной тозкф сливаются 

\ вЪ одяу прямую, и точки подобиего типа 

<. пазиваютв обикнововно точкани 

Зер. 27. возврата. №Вазван1е это станетъ 

понятнимх, воли обратниь внинан1е на чер. 88 , на воторомь изо 

браженъ вилъ кривой вблизи точки возвра- 

ро та. При непрерьеномь перелвиженаи точки 

ч по кривой въ точк% возврата она изняеть 

\ заправлен1е движенля ка обратное. Занй- 

Черт. 28. тимф, вирочемь, ЧТО 201$ зидф точекъ 

зозврала, который изображен» на чертеж$, есть толька ноостй- 

* тг 
й; И ми узадимь, 90 въ случай ра -4& = хривая но- 

жеть предозавлять п боле сложныя особенности. 

Предположииъ далфе, что для координазь точий Н почезаюте не 

Только И: ‚о и втория проязводния Я, , ря что 

казается до производвихз. 3-го порядка, то 8$ ЗИ5Я®. их воть, 

го крайней нфрё, одна отличная сте нузя.Уравнен1е (5) хривой 

85 этоиъ случаф прининаеть видъ 

Авт = дн.) 

т (9. "78 й «НЫ 9 17. ве > 

в уравнене (8), овредбляюнее значен1е Г для точект перес%- 
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чен1я данной кривой съ прямой, проходящей черезь. точку. М, - 

ВНАЪ. ;: . 

ии не, 
ии ие, 

[< 
Дяя произвольнихь зназевуй ./, и это. уравнен1е допускает трех. 

кразный корень = о, слёдовательно произвольная прямая, про- 

ходяная .через® И вифеть 35 эт0й 10% три сливиихоя обииху 

точки 05 данной кривой. -Фочка М нодобнаго рода називается 

трехкратной точкой. волв./, м удовлетворяют® ура- 

внен1ю 

ии 0. (18, 
то соотвфтотвуюная прямая вз_ тозкф М имзеть съ данной кривой 

деть’ сливюнхоя общихь токи, такъ какъ уравнене { 17} 

при этомЪ допускаеть четырехкратный корень С =о. Уравиене 

{ 18 )} во дёленаи ва у обрацается: въ кубическое. уравнен1е ох 

носительно т $ Оно даеть три значен]я для отнененая (И :4 

...И слбдовазельно 8$ точк$ М волучавиь тва прамыхь, ин 

Ющихз с$ данной кривой ‘но четнре, однах$ точки олившахся въ М. 

Эти прямня зазявартоя касатольныхи кривой вз.ея.трехкратной то. 

Ей. ВОВЯОЖнн, очевидно, 4 различных случая : или всё три ка- 

сательнях® дЗйбтвизельны и различни; или дв -иними, одна: д$й- 

отвизельна, или двё изъ трехф сливаются въ.одну прямую, или на 

Лекии проф. Дес 6-й 

Езхорфроес Лит. Яазонктова. 
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конецз, вс три совпадають. Уравненае трехъ касательныхь инм$- 

етъ видз 

а ДЫ +7, у’; 

Оно полузается унвожен1емъ уравнензя” (18) на 7 и занбной 

9 =8 ‚ МС 7. 

Возькену, наковець, общ1й случай, когда для коорливать точ 

ЕН И исчезают$ вс производныя до вроизводныяь( К.- 1 }`-Ро 

порядка Вклкительно, между т$нъ , какъ въ числф производняхь 

порядка = & есть отлизния` отъ вуля. Разложев1е въ рядъ. Фэйло- 

ра рункв Я в степеняиъ ‚8 . 7 8ъ даввомъ случай назина- 

ется съ зленовъ порядка К; поэтому всё пряиня, проходящтя че- 

рез$ точку и иибють вф вей пс К сливайхся обиихъ тозекь СЪ дах. 

вой кривой; точка И такого рома пазывается кратной т0- 

чо кратности К. Для опредфлензя нанравленая касе - 

тельнихъ получаемь ураввенле К - Й степени относительно У , 

и слбдовательно пнфемь всего Е касзтельныхе. 

Коли относить. кривую къ оеяна „8, 7 ‚ №6. если по. - 

ифотить въ кратной точк® начёло коордивать, +0, какЪ видно 

изъ всего вредвествуюнаго, К - кратная точка вполв® характери- 

зуется тёиз обстоятельствомв, что уравиен1е кризой Я = 6, при 

разложенли лёвой части въ рядф Тейлора по степенянт „8, Й 

начинается 65 чдевовз К - го порядке. Уравнёнае касательнихь 

8$ 970й 1098$ полузимъ, приравнивая вул грунпу членов® наи 

низнаго (К - го } порядка. 

воли намъ дана кривая уравненем» : 

УСС у) 9 
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дфвая часть котораго разложина $ рядф Тэйлора в5 области 

всфхз точекъ кривой, какз ото наприх$р$, иметь ифото, если 

данная кривая - алгебрааческая и Я ( 1, У) есть ивогочленз, 

то всф овобия точки найдем» , рзная совнёстно уравненля 

ху) = Я -а зу. -0 (19). 

Такъ какъ, вообше говоря, эти уравнензя яесовыЗотимы, то но= 

жемъ сказать, Что кривая, опредфляемая произвольно задании 

убавненлень Я ( х, у} =0, вообие говоря, не вибет® особихе 

точекь. В$ томъ случай когда уравнен1я ( 19 ) совыфотны, каж- 

дая система значентй х, у, удовлетворяющихв этимъ уравнен1ям®, 

даеть намъ особую точку. Воли для найденной системи значен1й 

х, у, хотя одна изъ застнях» производннх® 2-го порядка 

2 , 9 9 
ЕР мау’ 2 

двойная; если вс® произведния 2-го порядка исзезають, но въ чи 

отлизна отв пуля, 10 точка (х,у.) - 

1$ производных 8-го. порядка есть отличия отъ нуля, то ииё- 

емъ трехкратную точку и т,д. 

Прим рэ. Разомотринъ кривую 

>) #_ = “У ау о 

такь - называемый Декартовз лист (ом. #9, стр. 66 .„По- 

Яве“ 79 

= ли“ ры нау" ивы 

= би, и, И 
р , Ра Уравненя ло, (Я=о, = о совийстня и дают х но, 

лагая 

анЗемъ 
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у = 0; олфдовательно начало координать эсть‘обобая точка’: при 

Фом, такф какъ с, отлична от$ нуля для вс$х$ зназен1й Х ‚у, 

то Декартовъ лист$ инфеть въ начал координать двойную точку: 

(ср, чер, 23 на стр 66’). Обоставляя выраженте. “-Я ” 

для начала коордяяать, имбемь : 

Зе» е 

слфдовательно, двойная точка еоть въ частности узель. Каса-* 

тельныя в$ этой точк$` найдем, согласно замйчаню, сдфланному 

выше, приразнивая: нулю члени 2-го порядка въ’ данномь уравне- 

в1и, такф какъ начало координать совпадазть съ 060б0й точкой. 

Факинъ образомъ, получаем® ( по сокращени на -2а. ` } 

ми =е РА 
1.0. касавельныя совпадают% о5 осями координать. ЗамБРИмЪ, что 

согласно тому же занзчан1ю, азъ вида даннаго уравнен1я нево- 

средственво слёдуеть, что начало координат» есть двойкая 10ч- 

ка, т, к. в$ уравнен1и отсутствуют члены нулевого ‘и 1-го 

изиёрен1я относвительно хи у. 

Чтобы уяснить себ видь Кривой ‘в области точки узловой, 

точки возврата и точки изолированной, ` разомотраиь олвдующуй 

поимёрь : ПУСТЬ хривая: опредфляется уравненлент + 

ее) 628}, 
сд оха <#‹. -` Вривая эта - третьяро порядка и принал- 

лезить въ числу такъ - називаеиихь расходящихся парабола’ (по 

тернинолег1и Ньютона }. 

При Х < а правая часть уравнен#я ( 20 } атрицазельна в 

слздовательно у имфетъ инимия зназеная. Пля х = а имфемъ 
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у = 0; для значений х, заключающихоя ненду а. и Ра ‚правая ва» 

сть уравнен1я ( 20) положительна и слВдовательно для каждего 

значен1я Хх получаем по два дфйствительнихь значен1я у; отли- 

заюдехоя знакоиз. Для х 2.`инфень опять 7 0; для’зНначен1й 

х, ‘заключаюнихся меду ис правая часть отрипательна. и ел%- 

довательнё у  мнимо, Для х=суз О наковень для хр с , 

полузаеиз по два дёйствительнихь. значен1я у, отличающихся зне 

конъ, "При ‘возрастая?и х до безконечноств, у также возрастает 

де безконечности, Такимф образозъ кривая пересёкает$ь ось х в+ 

трех® точкахъ А.В.С.соотвфтотвующихь значе яхь я За, #,с, 

Воли черезъ эти точка проведенъ прамня параллельния оси у, то 

дфиствительныя тозки кривой ‘заключаются лишь между 1-й и 2-й 

прямыми, а также вправо отъ трезьей; поитомъ въ этой послфд- 
области 

ней кривая поостирается в$ безконечность; а въ 1-й области 

всё точки лежать на конечномь разстоянти и образуют$ замкну- 

тый овалъ, Кривая сл$40- 

ы вательно, состоит® изъ ова- 

ла и безковечной вйтвй; 

5 да в г. наконец ‚олВдует» зан- 
— 

тить, ‘910 кризая наша сим: и цезтричиа ‘отвосительно` ови 

У С смотри чарт, :29). 

Черт. 29. Предположим® во-пер- 

вых, что зочка`В`поетёпенно ‘приближаетсякъ А в "В ‘предбл’ 
постепенно 

совпадаетъ съ ней;: очевидно, оваль при этоиъ сокрашается и об 

рацается въ предёлё въ одну тозку. Мы получаем, такинз` обра- 
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зоиъ кривую 05 изолированной точкой ( сн, зер. 

30); ураввене ея 

у’=(х-а (< -е) 

получаень изъ ураввентя {.20 }, полагая в® немъ й =а. 

Не трудно вепосред- 

ственно убВдиться, что 

„= & есть изолированная 

_2/ Е точка ; въ самомв дёг 
2 < 

х 1$, для х = а вибенъ 
—_ 

| у = 0; между тн для 

Черт. 30. х < ашлв для ха, 

но неньшаго с, у принимаетъ ивимыя значен1я. составляя ДлЯ 

уни 

я’ 2-2) {«-е) 

застныя производния, имфеме 

= (ха). -е) -(=-а); И у; 

7 = ие) и -а); Я; и =ю. 

Для ха, у=О имфеиъ г 

Я =е , #0 

9-2 -с), 2-0, ф-я; "Я -@-)<0; 
Сзбдовазельно вс услов1я изолированной точки виполнены. 

Тредположинив, во-вторнхв, 9т0 точка С постепенно при- 

ближается 5 В, сливаясь съ нею въ предфлф. При этомъ безко- 

нечная вфтвь и сваль съ одвого конца постепенно вытяривают- 

ся, ий въ предёлв мы получаемь, озевидно, кривую 38 узловой 

зочкой въ В { см. черт, 31 ). 
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Уравнен1е этой кривой 

7-в-9е-9” 
получаем$ изз ура- 

у внен1я ( 20 },. пола- 

рая = „Вепосред 

д_ в 5 ственное изол®дова- 

н1е легко подтверя- 

дазтъ, что В веть 

Черт. 31, узловая точка, такз 

какъ для значений х, завлочаютихоя нендуан 2, а такие. для 

х >ё ‚ У иыфеть по два зваченя, а дли х = # получаемъ 

лить у = 0, и слфдовательно въ тозк% Во кривая сама себя пере- 

озкаеть. бостазляя для рункшн 
= 

я 7° --еи-4)и 

производамя 

--8)*- (а), 

Ия) (< -а), д =0, й =Я 
и зСтТаАВЛЯЯ координатн х= Ра ‚У=О точки в, 

Я =, Я =2 
хо д 4. . 

“-ИЕ = И-а)уо; 
я 

пибемъ : 

сафдовательно для точки 8 выполняются вс услов1я узловой т0- 

ки. 

Предноложиме, наконель, что всё тра точки А,В, С сливаются 

8$ одну. Мы можемъ къ этому случаю перейти по произволу отъ 

одного изъ двух предпествуюнихь, или поиближая ( в5` первое 

случа ) изолировачную точку къ безконечной вфтви, или со = 
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крацая { во втором$ случаф) петлю узловой точки. Въ предфле 

получимь кривую с$ точкой возврата въ А { см. черт. 32). 

Уравнен1е кривой 

инфеть видъ : 

Ра = #)* 

и получается изъ 

уравнен1я.( 20) при 

а= =. Для 

Черт. 83. х<а, у ивимо; для 

ха, у=0; для ху ау имёеть по два ДЕЙСТВАТОльныхь зна 

чен1я, отличаюнихся знаком. боставляя для функити Я= у*- 

—х-а У посизводния . 

ела, Дт 
Я274(7-4) ‚ 4-0, Дт, 4, Я 

и вотавляя координаты х=а, у=О точки А, нибема : 

9-0, 4-0, 1-0, 4-0, 8-Й 

слфдовательно для точки `А выполнен во услов1я точки возвра- 

за. 

Возвранаясь к$х облей теорфи; разсмотриме водробифе, какой 

ВИДЪ ножезя имфть кривая’въ области ‘двукратвой почки, для ко- 

торой 

ине. 
2 и 23 

№ вадёли, что въ такой точк$ дв$ касательния кривой сли- 

ваются в$ одну, слбдовательно, можемь ожидать, что кривая въ 

очежности съ подобной точкой состоить изъ двухъ вфтвей, имф- 
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ющих$ общую кабсательную в$ разсматриваеной точкй. Такой именно 

случай ми имЗли выше для точекк возврата; но при этом$`об8 вёт 

ви кривой лежали всегда но дв8 разнихь отороня касательной в$ 

точкф возврата (Чер. 33 ) Это и есть ворнальняй случай; точку 

возврата подобнаго вида можно 

разсматривать какъ предфльний 

случай узловой или изолировая- 
ее наз 

ной точки; точкой возврата 1-го 

Черт. 33. рода. Возможны , однако, и. так] я 

точки возврата, 2ъ которихъ дв вфтви кривой лежать по одну 

сторону общей васательной ( ом, черт; 34 }. Ихь называют т09- 

каий возврата 2-го рода 

и Наконецъ; возможен. еле трет1й типь 

их ДВОЙНОЙ Точки, для Которой, 

= вл 7 я. & ый 

Предполохим$ именно, что инфемь кривуу, 

Черт. 34. которая сана себя ‘нерес$кает®` въ двухъ 

точкахь Ви В (черт. 35) и вусть дв$ вфзви кривой; дебормиру= 

Ясь, раздвигаются такъ что точки Аи В, 

которыя суть узловыя точки ‘кривой, . посте-- 

\, 5 пенно сближаются нежду ‘собою. Въ предвл8, 

при совнаденая этих точект, мы. подучимь; 

конвую; дв взтви которой въ общей точк& 

Черт. 35. А имфютъ общую касательную (си. чер. 36 ). 

Точка } есть двукратвая тозка, для которой 

Я =0; 
#2 И’ "ая 
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она незивается точкой саноприкосновен1я. 

Заифтимз, что тозка возврата 

} 2-го рода и точка самоприкоснове- 

Е Н1я - предотавляють изъ себя го - 

\ раздо боле сложния особенности 

| ривой, ч$мъ точка возврата 1-го 

Черт. 36 рода. Для точки семоприкосновен1я 

зто очевидно хотя бы изъ того, зтс она ножеть получиться, каке 

укизено виве, отъ слаян1я двух узлових» точекъ. Такъ какъ дл8 

всфхф трехъ типовъ точекъ, разсмотрёнвихь нани, выполнямтся од 

ВИ И 1% же услов1я 

я 
= (21), . 

70 ЕНОГда 20 эти точин безразлично вазивають тозкенн возврата 

3$ слфлуеть замфРить, зто это казван1е едвё -ли удобвс пренф- 

НЯТЬ КЪ Точкамь севоприкосновен1я. Тозки возврата 1-гс и 2-го 

осда називеють танже точкени заострен1я. 

Изя точки возврата 2-го рода в для точки самоприкосновеная 

хром$ обнихь услов1й.( 21) выполвяются еще Екоторья добавоз- 

вия услоз1я; такннь обрезонт обн1й пормальний случай двойной 

Ф09ки, для которой ичфетъ ыфсто равенсфво : 

57 _ гы ия +9, 
представляет» изъ себя только тозке возврата 1-го роде. 

Разсмотрииъ три примбре, иллюстрируюш1е три различныхь тина 

точекъ, воторые ин только что указали. 

Нрин$ръ 1. Разснотринз кривую 
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- такь возываемую полукубическую параболу. 

Мы собственно уже вотрйчали эту кривую выше; при зем имфли 

уравнен\е ся. въ видё 

дея 
Въ данномъ случай а = 0, во легко зан$тить, что ивифняя а мы 

только передвигаент кривую, сохраняя ея форму неизм$нной. 

Факъ какз в5 уравнен1и у*= х?вли 

9 

визи1е члены сутЬ злевы 2-го порядва, то начало координать ест: 

есть двойная точка ; уравнев1е касательныхь въ АВОЙНОЙ ТО9Зк® 

аслузимь, приравнивая вулю зленн 2-го порядка; таким образонъ 

икфемь : 

Я =2 

откуда зеключаенъ, что дв? касательвыхь сливаются въ одну пря- 

зую,`а именно въ обь х.Йзолбдуя уравьене кривой 
. у. в 

занфЧаень во-первыхъ, что у принимаеть дфйствительныя зназен1я 

только для положительныхь зназенай х, слфдовательво кривая всё 

ин своиий тознани лежитт по одну сторову оси у, 2 пыевно въ об 

заоти положительвихь абопиесъ; во-вторыхь замнфчаенъ, что для 

каждаго положительваго звазен1я х, у инфетз два значента, отии- 

„й 
чаюшихея только знаком у = ие услвловательно кривая ео- 

стоитъ изъ двухъ симметричных върБей, изъ которихв одна ле- 

ЖитЪ выше, другая ниже оси х ; ва ачалй координать обф вфтви 

касаются оси х. бопоотавляя во эти замфзан1я, легко убфидаен- 

ся что вазчало координать есть точка возврата 
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1-го рода (см. черт. 37.). 

Принфрь 2. Раземотрииь кривую, опред$ляемую урав- 

вентемь ^ 

ам” (и-и'-я 
гдф аи ^ предполагаемь положитель- 

явни. числами. Раскривая скобки и пе- 

ренося члени, можем представить ура- 

внен1е кривой в$ вид: 

а" - Фарит", 9. 
Зерт. 37. Такф какъ низшие члени - 2-го поряд- 

ка, то начало координат® есть двойная точка; уравнев1е васа.— 

тельвнх® в$ этой точкф получаемъ, приравнивая вулю совокупность 

членов» 2-го порядва;уитакъ пифехтф 

и 1-2 , 

т.е. касазельныя сливаются въ одву прямую - ось х. Разрёщая 

уравнен$е кривой относительво у, имфемъ ; 

„Е 

ен (22). 

Легко видфть, что у дфиствительно только для полсжительнихь 

значений х { при отрипательномъ х; х* = ывимо}; такинъ об- 

разоиъ, кривая всЗми точками лекитф вправо отъ оси у. Для х=0, 

имбемь у = 0; для положительныхь, во достаточно -налыхф зна- 

ченай х, оба зназен1я у, коториз даеть формуле (22), одновре- 

менно оказываются положительными, такъ какъ второй злень пра= 

вой насти - высраго порядка малости сравнительно съ первымъ, 

которий существенно полозителевъ. Такинъ образомъ, вблизн. вача- 
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зала координатъ двф взтви кривой, соотв8тетвующая двумф раз- 

дичнииь звакаиф (^) форнулы ( 22), лежать по одну. сторону 

оси у, Сопоставляя всф сдфланыяя вами замфзав1я, легко заклю- 

.чзаемь, что назало воордивать есть точке возврата 

2-го рода (.си. черт. 88). 

ЯНрин ро 3. Вусть имфемъ кривую, опредёляемую ура= 

внен1ем 

оу) у" . 23.) 

или, въ раскрытомъ вид8 :. 

2 у 7-0 

Назалс координать есть, 09е- 

видно; двойная точка, такъ 

какъ. низв1е злены - 2-го по- 

хх рядка; касательния в$ озой 

зточкф опредфляются уравнен1- 

ем5. ах“ =. 0 пли 

Зерт. 28. -.Х=О0, 

слёдовательно сливаютея въ одну прямую - оеь у. Р%пая уравне- 

в1е кривой относительно х, инёемъ : 

двйотвительныя значевзя длн х полузаем® только при Томь усло-’ 

в]и, чтобы у по абсолютной величинЪ не превосходило а, така 

какъ въ противномъ случа имёли бух "< 0. Итакъ, для дей - 

Ствительныхь тозекф кривой инбемъ 

у аби д й & , 
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т.е. кривая вофми своими точкеми лежить внутри области, ог- 

раниченвой прямини 

и“ у ®, 
параллельными оси х. Для у =2а получаем х чс‹» , откуда лег- 

ко слвдуеть, это прямия у=а пу=-а Суть асимитоты кривой. 

Такъ какъ въ уравнен1е { 28 } входятъ лишь четвия степеви х в 

у, то каждой систем$ зназенй х= , у=А , удовлетво- 

ряюшихь этому уревненйк, соотвфтствуеть ене три сиотены 

=, и = й «И=-, й= Фо ДеИы еб, я, 

котория точно такке удовлетворякть уравнен1ю ( 23). Пругиии 

словами, кривая сриметризна какъ относительно ос х, таЕф и 

относительно оси у з,олёасвательнс, лежить ВС Вох четирехь 

хвадрантахф. Для построен1я кривой достаточво ограничиться 

полохртельвыие значеняни хиу ; тогда ин полузинъ ту часть 

Кревой, воторея лежитъ въ 1-мъ квадрантВ; остальния засти сим: 

нетричны 1-ой. Воли буденз ограничиваться, какъ сказано, по - 

ложительнииий значеняни х и у, то увидинъ, что каждому значе- 

ню у соотвфзствует® одно значен]е х, возраставшее от$Ф нуля 

40 безконечности пои возрастан1и у отъ нуля до а. Сопсста - 

вляя всф сдёленния нами зам$чен1я, легко убфждаехся, что кр 

вая, опредфляеная` уравненаеиф (23), имфеть въ начал коорди- 

нат точку санопрнкосвовевтя ; общ 

видф ея ( см. черт, 39 ) напомвнаеть до нфкоторой степени гре. 

ческую букву"Каппа", почену кривую эту и называют кривой"Кан 

ра". 

Не трудно билс бин лля кривой"Капла", равыс хакъ для кри- р р 
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вихф, разсмотренних» въ двухъ предшествующих» принфрахь, не- 

посредственно провё - 

рить, 970 въ начал 
& 

координать инфют$ и$- 

И __ _____ 610 равенства 

Черт. 39. 7-0, й =, 

Я.А, 50, 
которыми характеризуется двойная точка съ еовпадающини каеа- 

тельними. 

Изолёдован1е особыхь точекъ иожно бы вести, предпо- 

лагая, язо кривая опредфляется двухя уравнен1яни вида 

= , и=# (2) 

Ограничимся замбзанемь, зто точка (х,, у, ), в00Рвт- 

ствуюная значеню  паранетра С, есть обикнсвеввея точка, 

еслв всф точки кривой достаточно- близка &ъ (х,, у ) по- 

лучаются изъ одной вары разлонен1й въ ряди Тэйлора 

= 81-5) -8 (Е -6 }*+ ... 

а 

ель = 
при чемъ коэффинтенти а, , # ‚ которые гавны значенаяиъ 

@. й . провзводинхт 52, 51 для Е =, , одновременно не ногуят 

исчезать. 

Лю сихъ поръ мы разсматривали такзя овобыя точки, при из- 

слфдован1и которыхз возможно пользоваться рядомь Тейлора, оп- 

. а м 
редёляя кривую уравнентемф вида «7 (х,7 )=0. Вамъ остается 

разснотрёть такзя особия точки, в$ области которнхз не суне- 
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ствует» разложеня въ рядь Тойлора‘для ФУВКИЗИ, ВходяпихЬ. Въ 

уравнен1е кривой, въ какой бы фориф мы ни предполагаль Эти 

уравнентя, Такой случай янфеть мфето, какъ било упомянуто въ 

начал параграфа, если абоцисса х, особой точки является, такъ 

незиваеннмь сухествекно-особымь значенлент для функили 

А х }, входящей в уравнен1е кривой 

7- 
вы огравичинся двумя ‘частными примфрами; ва которих®. но- 

знакомвмся съ двумя классани оеобыхъ тозекъ этого типа,. 

Прииёрез 1. Пусть имфемъ кривую ‚опредёляемую 

уравнен1енъ 
А 
и 

9“ 
Для фувкйи 2 “ значенае перембвнаго х = О есть супествен- 

но 0с0бое; функн1я эта врининаеть для х = 0 разлизчниыя значе- 

ва в$ ЗАависиноств 01% ТОГО, по какимъ зваченянь х прибли- 

жается къ нулю.В5 саномъ д8л$, предполагая во-первых, зто 

х приближается въ нулю по вположительныме значен1яиз, нифемъ 

ту = е`”= 0; 
. “= о . | 

Предполатая, во. -вторыхъ, 3т0 хо. стремитея ке нулю по отри- 

кательнииь значенфяиь, имфенъ 

+2 
ту = 2 = => 

. Ви) 

Факимь образоит, ‘кривая состенть и3$.двухБ оздльных®. ча- 

тей; 18 взЪ.отихь частей, которая лекит® въ области. положи- 

тельныхь абоннось, проходить через начало координат; нао: 

боротф, частв. кривой, лежапая влфво отф оси у, ве проходить. 



черозъ вв СЧЕВКДЕЯ, СОБ у есинвтотой. ЕЪ ревуль- 

тат} ок ая прерывается для х=о, и начало 

коораннать ель точка нперернва. въ которой е- 

р 
{ вфаьь, лежавая ризнется, останавливается одна втувь 1 

вправо оть осн У). Предполарая, зто х возраслаеть безгранич— р 

во по абсолютной величив\, 

слфдовазельво, Ернвая нева иуЗеть еле а ту у= т. бопо- 

ставляя всё эти зенбчануя, легко составляемъ себ% предстевле- 

#16 о 2ориф кривой ( см. зерт. 40). 

у Вринёре 2. 

разсмотринф кривую, 
= 

опредёлязную уравне- 

” а : 

5 взенъ 
и 

и= =. 
Ра тет 

Черт. 40. Значен1е х = 0 воть 

существенно - особое значен1е перзифинарс для фувквли, входя- 

шей въ уревнен1е кривой. При подстановк® х = 0 имбемь у=0, 

независиво отф. того, стремится х кф нуле по положительниие 

или отрицательных значен1яыъ, такт какъ зислитель ‹ вираженя 

У дя х=0 обращазтся въ обоихь случаяхь вы пуль, & 

© Я Е Ю м Га - тель - въ первомь случар въ безконечкость, а во. вто 

Такимъ образом, кривая проходеть черезъь вачело коордиБать, в 

призонь по 06% стороны` начала пыфютоя точки кре 

Лекции Про. Чиснъ 7-08. 

Е торова, 
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юи1я одну непрерьвзую лин1ю; тозка Х ЕО, у = 0, слёдовачель- 

ь2, не есть точка перерыва, вакф въ предпествующемю принйр& 

поотар я зенерь опред ить касалельную въ этой тозкф. Такъ 

какъ точка х =0, у =0 особая, то исходинъ изъ первоначальна- 

гс опредфлен1я касательной, канкъ предфльнаго положенфя сёку - 

цей, и составляем уравнен1е сфкушей, проходяней зерезь нача- 

30 координатъ и черезъ какую-либо точку ( х, У) навей кривой, 

Уравнен1е 510 имфетЪ видъЪ 

о’ в и. 2. ФТ (24), 
и 4 

з р 

248 © . «й - текуш1я координати. Урэвнен1е касательной по-` 

лучинз, переходя вкз предёлу для х = 0. Все дбло такимъ обра- 

зомъ сводЕтоя вЪ изолфдованйю выражев1я & ‚ входянаго вВ$ 

правую засть уравкен1я ( 24 } коэфтинентскь пре 2. длЯ 

значен1я х = 0. вотавляя выражен1е у изъ уравнен1я кривой, 

Ч 

Я = 
и ВИДИМЪ, Что * вифетъ различные предёлы для х = 0, въ зави- 

инземъ 

симости отъ торо, приближается ли х къ кулю по воложительнинь 

или по отрицательнииь значен1ямъ. Вв первонъ. слуза® имбем$ : 

& ий гит -> = - 
хаьо : 7+е” 

& во второйъ 

=0, 

итань, въ начал координать получаенъ дв$ разлизныхь каса- 

тельных, опредфляемыхе соотвфтозвенно уравнен1яни 



Первая изт нихъ долина бить разсиетривзена какъ касательная 

&$ тОЁ части кривой, которая вазоди 28 въ области положнтель 

нихь абсписсъ, вторая - какъ касательная въ ч80 аррВОв, 

лежашей въ области отрипательнихе абсцисс, боли мы будемъ пе 

редвигаться по коивой, переходя { черезъ начало коордикатт). 

с$ двс стороня оси у ва правув, то васательная будете сза- 

зала непрерывно ифвять свое направляен!е, приблинаясь к® рав- 

нодфлявей координатваго угла, опредфляеной уравнез1ёнь 

„Я-ес. 

арий персход® зерезь начало касательная сразу нёняеть свое на-. 

правлен1е, сбранаясь изъ упомянутой равнодфляней вз ось х (гс 

отвфтозтвекно уравнение „Я = 6); + сова. скова проролва- 

Такимъ образо етз. непрери 

о #Ъ 185у назалй коордяватт вт ЕвНссти въ вапра 

ив какф би пореланявастся, тозкЕ ни касательной, и конвея т 

подобнаго рода вазивають ур ловуини точканй или точ 

кани перелоха. Есъвравансв къ данному примфру, замфчаем, тс Е Е © р 

для положательньхь значен18 х, 7 положительно, для отрина - 

тельных = отрицательно; слфдоветельно кривая расположена въ 

1-м$ и З-иъ квадран . Наковець, при безграничноме воз- 

раставн х , у очевидно, возрастаеть безрранично по абсолют- 

Ной зеличияф, и такинъ образомь кривая. простирается 83 без: 

конечность, Сопоставляя вс$ эти замфчан1я, легко составля- 

е#5 себф предетавленае` о форм кривой ( ‘сн. черт, 41). 

Изолбдуя особыя точки, ми разоматривзли кривую какъ. гео- 

ветрическое изсто ‘точек$ ; НО возможно также разсматривать 
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ег ‚какъ геснетрическое ыЪсто вя касательвихе, При этом мн 

привимаень за прост®Ёрую ресизтризескую форву, за элемент, 

уже не точку, а пря- 

ную лин1ю, Извёстно, 

какЪ водсбннй взгляде 

ж а дёло приводить к5 

такъ называемому зако- 

ну дзсизтвенеости, въ 

и силу которего вБлый 

рядъ гесивтрическихе 

соотноген1й 8813 в вовяй рядф соотяове- 

аи, вухемь в Бы тоЗекх Прям» ЗИ 1яьи и обратно. воли мы 

ко? ифето точекъ, то каса- 

те р зная яВяБст тс воть рря- 

НЕС 920- 

ктото прехихе 

- касательныхь, к® понят ю © точке кравой исувут врихтЕ, раз- 

= вухз касательные и переходя кБ 

Предфлу в® пр и, ЧРС аи касател я зливактся. 

Становясь на эту новую точку зр$фи1я, мы ножент говорить 

905 обобяхзх пасательнихт, подсоБС тому, 

КАБЪ ВЫБЕ ГОВОРИЛИ 0бЪ особяхь тозрахъ. Бе трудно, цапринере, 

уснотрть, 370 будеть въ силу закона ДВОйствевноств соотв 

ствовать двойной { узловой. ) 109$. вв обикосвенной точк$ ври 

вой инфется одна касательная; подобно этому обыкновенная ка- 

ательная ется Кривой в% одной тсчкф ( она крой? того но= 
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жет пезрестфкать кривую въ ифлок® ряд других® то- 

чек ). Въ узловой точкй имфемъ лв# различныхь касательныхя ; 

преобразуя узловую точку по закону двойственности, получает 

васетьльную, которая касается кревой 8$ ДВУХв  разлиз- 

НЕХ тозкахЕе ( сх. черт. 42 ); такфя касательныя называются 

АДЕСБЯвВЯМЯ Касазельными 

Ревнямт образом, казз- 

`зельния въ точкахъ пе- 

региба кривой по зако- 

ну двойственности с0- 

Черт. 42. озвфрочнують точкань 

возврата ; ихъ називають обикновенно ставзова рия - 

ни касательныии. Интересно отифтить ‚при отомф, что точка 

прикосновеная стап?онерной касательной, т,е, точка перегиба 

есть, всобне говоря, обикиовенная точка кривой, иежду ТБиз, 

какт касательная в$ этой точк® есть особая касательная. 

'11. О СОНРИКОСВОВЕВТИ ПЛОСКИХЬ ЗРИВБХЪ. 

Полонимъ, что намъ даны дв$ кривыя, опредфляеныя уравиз- 

ями 

9-19 в 9760, 
в допустимь, зто эти кривыя имфють общую точку (х ‚у }. 
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Предполагая сушествован1е ковечнихь, ненрерувняхз пооизвод- 

вихь фувки1й Ё х)и #( х } до какого = нибудь порядка 

/ё „ма монемф для точекъ` достатозно-близкихь къ точк® (х, у) 

эти функц и разлонить въ конечные рядн Тэйлора, Давая абецисс& 

х оао в то же значенле, достаточво- близкое въ х, ‚ мн полу- 

чаем два разлизныхь значен1я у 

#7 ы Я- #9) 

хотория соотвфтотвуютЪ двум тозканъ Ри О. наших» кривихз, л- 

Жарихь на одвой и той же ординат ( см. черт. 48 ). 

Разлагая (х)и 7 по стецензие х - х, ‚ нифенъ 

д аеЧе р». вия) 0 
й И ен не) 2. 
р при чеиз первые злевы разло- 

жен1й совпадают, такъ какЪ 

зо условтю кривыя инфютъ 0б- 

шую точку и (35, ‚у } и сл8- 

довательно 

7 = Идти. (8% 
Зерт.. 43. Виычитая изъ равенства (2 } 

равенство (1), получаеиъ 

7 о -аА) 7) + 
ет, Са =). С +в. « 

азпооть % = } равняется, озевидно, отрёзку 69 т. в 

разстоян1ю т0чекъ двухъ кривых, лекащикЪ на одной и той ке 
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ординат®. Положимъ, что данныя кривыя въ точк$ М инфють 0б- 

пую касазельную; 85 таковь случа имфемъ 

94) (5), 

закъ каку к та и другая производная равняется тангенеу угла, 

образуемеро касательной въ т0Ч9к$ И с$ осью абециссъ. Вазложе- 

1е (4) вф этомъ случа принимаеть, вообще говоря, видъ . 

о 4 Ч уш- а ©, 
т,е. начинается съ члена 2-го порядка. Данныя кривия { ви. 

черт. 44) въ точк$ и инбють при этомъ, какъ принято роворить, 

соприкосновен 1е 

1-20 порядка. Для 

того, зтоби водобний случай 

инфль МОТО, ДОЛЖНО ВЫПОл- 

няться условая (3) и (5). 

Попустииь теперь, 970 въ 

разложен1и (4} исчезают вс 

Черт. 44. члены до зденовъ /2 - го п- 

рядка включительно, ( 2 < /> ),такв что разность 9“, 

прикимаеть видъ : 

"о (в) 

Вф этоиъ ‘случа роворятъ, что данныя кривыя въ точк& И нахо- 

дязся вв соприкосновен1 и й -во во- 

рядка . Для того, ятобы подобный случай имбль исто, не= 

обходимо и достаточно виполнен1е условуй : 



вк 
ов) - РС) 
#4) = к) 62) 
Е 

изъ которихъь первое есть не что иноз, вадт усл 

остальния получаются приравневень нуле к 

/. членовъ в$ разлоени (4). борласио з 

дёлен1ю, кривыя находятся въ точк$ & 

Я6ворРОо 

личн; в$ этомф случай обукновеннс говорять, что крешгх пе 

ресбкаются ву точке И (сх. 

д достаточно близкимъ къ, ‚1,0. везснарривия точки РЁ, @. 

достаточно - близк1я къ М, ин новемь утверзлеть, 

разности Я - у совпадаетъ со знакон$ перваго алена вт зи 

ложен1и. ло сзепезямь (Х-Х, }. Предполегая, что вривыя па- 

хоОдЯтсЯ ВЪ тОЯКФ И в$ СОПрикосновеЕ1н (% - Ро поря 

слёдовательно «И -у спредфляется оавевотномт (6 }, мн лег- 

ко Заключаень на ‘оскован1и, предпествуюжаго заифнан1я, 970 съ 

‚ изыёнензень знака -/, „знак Я- $ изняется зай не ибвя- 

ется въ зависимости отъ того, нечетнсе или четное будеть чи- 

вл0 № +1 ( показатель Х - Х, въ 1-5% членЕ разложен1я) или, 

что безразлично, в зависииости отъ того, будеть - ли 2 чи- 

сломз четнимь или нечетныиь. Отоюда заключаем, это если Ери- 

вия в5 то9к$. М ваходятся в5 соприкосновени ночетнарс 

порядка, то зъ смежности съ этой точкой олна кривая лежитЪ 
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о одну сторону друрой, одва кривая" объенлеть" 

АБУГУЮ, ЕЗЕ примбръ, это изфетт ы$ото, на черт. 44-иъ, иль 

люстопруюнам$ случай соврихосновеня 1-го порядка. Въ самом® 

втлф, Ад ЗНВЧВЕТИ Х достаточно - близкихь Е Я, 7 - У в0- 

в тот% ке знакъ, и слздовалельно точки второй 

‹е тозекф первой кривой, не- 

зевненио отъ 2026 давит - ли ми Х зкаченая неньв1я нли боль- 

$ сопрекосвовеня кетларго 

яетъ зяакъ съ изифнен1ен$ знака 

А И, ОА вторая кривая нерехсдить въ точЕ$ 

№ СЕ СНОВ оро Фрвой кривой на другую; друргнни словами 

двт вряныя въ 104% У пересфкавтся, холя в$ 10 

ве время инфють въ ней обиую касательную ( пря № 0), кавъ 

970 явствуеть изъ 2-го изз условзй (7). Подобный случай ны 

етъ ифото {( си. черт. 55 ). вапримёрз. эели кривия находятся 

‚ ВЪ Т095$ М в$ сопри- $ 

косновен1и 2-го поряд- 

ка ; т.е, ела вянол- 

НЯЮТСЯ УСлОВя 
рр РИ 
79) Се) 
#4) 9) (в) 

2% ри 
#89 р) 

Черт. 45. Возврашаясь къ. равен- 

стВу (6.) и предноларая Х - Х, безконечно.- налинъ, видныз, 

что разность и - у въ случа$ сопракосновен1я (М - го 
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порядка есть безконечно-малое { /2+1 )- го порядез (относи- 

зельно Х.- &, ). Таким® образомъ, вф этомъ случаё разстоянзе 

Р @.нежду точками двух данныхь кривыхф Р р 6, безконечно- 

близкими. кз то9к$ М , есть безрознизно-налое ( /2 +1 )-го по- 

рядка относительно разностн абовиссь Х- Хх . Пре этомь сл8- 

дует замётить, что разотоввае изи$ряется отрезком ордикаты, 

1.е. по ваправлев1ю, параллельному оси У. Возникаеть вопросъ, 

не изызнится - ли порядокт малости разстоян1я, если мы изиз- 

нинъ систему координатъ; другини словами, не зависит® - ли. во- 

рядокъ еоприкосновеная кривихъ сть выбора осей . Предположиме, 

310 оть системы коордивать д, у мы перевле къ систем ./, 

', связанной съ данной фориулами преобрэзован1я 

ше ждзвута, нда + (9) 
Лифференпируя эти два равенстве, получин . 

Ну’ Феи _ Г, (ю) 
ям’ — дан + ра 

дифференцируя и , 05. имЗенф : 

_ РА Е 7 ак 

ии" (ид +8 2 д 
аи ^^“ С} 
(д)? 

и. аналоризнс внразимь производил виснихь порядков® у ном" 

черезь пройзводаня й 10 „/ ,‚ тов чемь вф фориулы войдутт 

постоянные кооффиненты 26 И , 7 ‚ РА формуле преобразо- 

аня (9). 

ОТОБДР МИ ЗВЕЛЕЧЕОЫ, 970 @Ср БАЕ Двух Кривихь СОВЛада- 
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ли произволния у по „Х до 2 -го порядка, то будут совиа - 

дать и производныя 9 по х’ до того ве порядка, н слёдова- 

‘тельно, порядокъ соприкосвовеня ве зависить отв выбора осей. 

Предположинъ, зто одва изъ даннихь кривыхъ. опредёляется 

зравнен1еиъ вида : 

7: ва #) =0, (12), 

а другая уравненаем®, разрёвенвиих относительно # 

#- 74) | (13). 

условая соприкосновеная /. - го порядка в +098 с$ коорди- 

натами /, , у, = { х, } ‚ моженъ нолузить, исходя изъ 

слЯдующихь сообранен1й: уравкенае ( 12.) опредфляеть „у ‚какъ 

неявную функойю х ; производния этой. рункпли. полузииь диф 

ферениируя уравнен1е ( 12 ) послфдовательно одинз, два,... 

И разъ пох ; ебли затбиъ вь полузенныя равенства вотаввиз 

визото х звачен1е его „ху ; то зназен1я Ра и его производ- 

нихь до /2 - го порядка долини совнаоть оз таковйми ще. зна- 

чен1ями, полученными изз уравненза ( 12 3), в слёдовательно, 

приходим® къ услов1янф соприкосновеня : 

(14) [24 

д + 2 9-Е 

гдё звазвани 0 указавы результати подотановокз координаях 
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х” > 
х ‚у ИГ м) = 2 х х. ), т.е. вичисляются 

‚ изъ ур-1я ( 13). 

Пусть, наконенъ, одна изъ данныхь кривихз по прежвему спре- 

двляется уравнен1емъ (12), в другая - двумя уразнентяни 

“(8 , 9-8 )> (15), 

гд8 С - произвольный параметр ; вывелема ублоз1я соприкоено- 

„и (6) о = вен1я № - го порядка вф точк® съ координата 

у, = 7 & ). вставляя въ уравнен1е. ( 12 } знботс х 

Е Ф(Е ), ны изъ полученнаго ур-1я опредёлимз у РЕ 

такъ чт0 вторая кривая будеть опредфлятьея двумя уравненяни 

5-0) . уз (16) 
пля значений @ безвонечно - близкнхь къ ©, сазвъсть 

Ее) -} (2) „АслЖЕа быть лк 1`- РО порядка налости 

ствосительно х-х, ; в0 . 

д ре) ев) ИЯ (6-6) 
вообще - перваго ; порядка отвосительно @ 2 @ и олдо- 

"вательно ин иоземт оредёлять порявокя разности (ИИ) - 

=# (2) относительно #- & . Условзя сопракосновеня ^ - 

Ро порядка получинъ, потребовавз, чтобн значевая фувкп1и 

Е ‹ [р ) и ея пооизводнихь до / - го порЯдка-( включитель- 

в0) для Е = с, совпадали с5 таковыми же значенлями функитй 

х } Бели и“ | } =0, #0 х -х, уз не`1-10 ‚ @ высшазо во- 

рядка етносительно Е-& . Въ этомъ случль моденъ придти 

жъ условтямь соприкосновеня [ 12) залънивь х через у и об. 

фатно. РазсужденЕи наши становяжся непзизюнимьши только, вели 

одновременно Ты) о, # 1.) =о о но тозда точка 

от ие почка кривой { 15 ,. 



= 08 - 

у ( С) ея производнихх. Вбу= Е (©) опредбляезся 

уревнен1из { 12 } по замфи* х черезъ { Е) в производ- 

ЕЯ Е! | ) получимь, дифференцируя ур-1е (12 } по # в% 

вредположен1и, что х = С Е ). подставляя вифото @ его 

зкачен!е & и полагая но предъидунену и” ( & )= рх 1%) 

для т= 0,1, 2, ... И, приходин® къ услов1ян% соприкооно- 

вен1я /2- го порядка 

Я, в 
чем (57 ". 0 

(як и и Ау 

(РЕ) на + у 

В равенствахь { 17 ) значки 0 при застныхь поовзводнихе функ 
. 7 

ПТИ «Я оввазають зодотановку координатз х, ‚, у ‚ а яерезъ 

, . @ , + 
к срок, у, а. 3 обозвачеви 

значеная х, у я ихъ производнахь по  , полузаения изз урё 

вненАй { 15 } для = 

12. 0 ООПРИКАСАЮЩИХОЯ { ОСКУЛИЛИРУЮЩИХЬ ЛИ- 

НтЯХЪ ). 

Предположимъ, зто анфется сзнейство дин1й, опредфляених. 

уравненемь 

> хе я, 6, <... 6. )=9 



Га 0,, 0,.... 0, - произвольние наранетри, Даван резлачныя 

звачен1я отимв паранетрамь, получаемъ раздичниыя кривыя сеней- 

ства. Вудемъ искать лин1ю, приналлежаяую кф семейству и имёк - 

щую въ данной 1038 (Л, ‚Я ) соприкосновен1е возможно вис- 

заро порядка въ данной кривой, опредфлземой ураввезями 

ЧИ) 1-22) (2) 

Принбняя результати преднествуюнщаго параграфа { сз. услов1я 

{ 17) пиземъ условая соприкосвовеная ( 2-1) - го порядка: 

Я, и, 6, @,..-...8,) ве 
$ 

2)’ 2) "=о. 
ера ее 7 8) 

РВ И ‚ Кая фич 

тд * + ух- 
я й р 

Яря отонь черезь Хх, › хх, ‚У „Я, Ур лень 

обозначаень зназен1я фувкк1й 

0: 7св). 9-9) 
Ж ЕХ$ ВРОЕЗРОДНИХ® для значенАя паранетра Е=Е, „ 600твёт- 

ствуриаго разсматряваеной точЕ® (С, , 4. )..Р5вая /2. уравяе- 

1 63) относительно 0; ‚0, ,... 0, полузаекз овредёлен- 

ния зяоченая для этих паранетровь и, вдЗдовательно, опред?- 

[о ленную лннфю сехевотва (1 }, котороя 35 данной с098 пифеть 

орприксенсвея1е { № -1 )-по порядка 5%. данной кривой. 098- 

инлно, притокъ, зто див1я, найденная вами веходатоя съ даввой 

кривой въ соприкосновен1р поопдке ваирьслаго #25 возиожныуз. 

Бъ зак эвли би вы готребовели, зтобы соприкосновее 

било Л - 06 Или вв то полузили бн Юл тии 
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болфе услов1й типа (83), которья, вообве говоря, оказались 

бы несовнёстинии, если бы мы ихъ стали разематривать, какъ 

уравнен1я для опредЗлевля м, пасаметров» с, , б,, ... 0, - 

Факинъ образомнъ, в® данной т03Е$ (4. . у. ) азаной кривой су 

цествуеть, вообше говоря, олве или нёсколько вполаф спред - 

ленняхъ линфй сенействе (1), которня инфетф съ денной кри- 

вой соприкосновен1е (2 - Т)-го порядка. Возножни, сднакс, 

и такфя искаючетельния точки на данной кривой, в которих® 

лиЕ1и семейства (1) вифють съ данной кривой сопоякоснове- 

ве Ю-рго { или даже высвкаго ) порядка. Въ самонф дл, 

привоедввимь къ равенстваиъ (3) еше одко 

Я} „^ ты, Е) © (5х кпд бо (4) 

которое дополняет® ах дс системи услов1Ё соприкословее?я 

Й. - го порядка. Зововувность уравнен1й (3) и (4) всобие 

весовмзотна относительно с, . с, ... С, для данваро. вавче- 

ня =; но если ны вз этихь уравненняъ будемз разона- 

зривать & какъ кеизвфотное ва ряду 050 ‚0, ,... 0, , 

то иожемь изъ системы /2 + 1 уравнен1Е опредфлить вс #1 

неизвёстных$ в, такимъ образоме, получаемъ точки кривой, въ 

которнхь возможно соприкосновен1е * - го порядка съ линз.ей 

семейства (1 }; точки эти соотвфтотвують вайденныих зваче- 

в1ниь © „Понятно, что эти точки - исключительния; вь про 

ззвОлЛЬНоОЙ ^ точк& кривой невозмовно найти лиф ве- 

мейства (1 }, инфюней съ данной кривое соприкосновеняе вз- 



{Я -1 )-го порвдка. 

Будем? называть линз сенейозтва (1 )}.инбюная с= данной. кри 

308. В$ дайной тсэк® сопонкосвсв 35 ©‘ - засаврс порядка 

савразхатахркинися ДЕНВЬНЕ зая Дин: хрИвОй. 

асаюлеяся ковЕНя в® точке (№, у, } заревтаветоя ура 

. 
ОВ 2“ У внене; (1), ва когорсиь 6 „0 слбдуеть замвните ‚ 

ЯХЬ звазевтями, волузаенние Из овотеии ( з ). боприкасаюваяся 

кривая въ произвольной точ&$ хревой ныфеть съ ней сопрнкоснове. 

н18 порядка на едизицу некьшего числа паранетровт въ уравненйи 

{ 1). Только вх рскдюзитехьньхх точкауъ, соотнтотвуювихе 

зёиъ значеная:$ параметре  , для козорихь совыботна сиоле- 

ъа уравнекй (8) в (4), сопоикасевиаяся кривая инбеть съ 

данной соповкосвовене выстаго ‘порядка. 

Разснотримь для ‘примфо2 обпоикасаюи1яя гряния для 

данной кривой. Ураваен1е (1) 9% этовъ случа привниаету вида 

«еду +60, (5), 
гб &, В, С - произвольния постояявыя. Число этихь побтоян- 

ных равно тремь, но число суизственно-независимехт параме = 

зровз, входяниха вз ураввев1е (5), равно, очевидве, только 

двум, так как ыы воегла можемь раздёлить урарнен1е ва од- 

НО ИЗ трехъ постоянныхь, пе понийре, ва 4, и тогда въ уравне- 

н1е будуть входить ливь два отновензя 

с-2й, с8. 

бордасв обнияь результазане, 2$ прорянольной тозкё ( $. „Чо 

данной кривой -(1} офщеструсть сипея 
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. находящаяся въ соприкосновен1и 1-го порядка съ данной кри- 

вой. Условля соприкосковен1я (8) принимають вилъ: 

оби, + а +С=2 

бе ’+ у’ =2 (8) “ 

йзъ двухь уравненай (6) ин ножемь найти отномен1я  двухъ 

изъ козффицтентовъ А,В,С къ третъему и вотавить въ уравне- 

в1е (5), Визото этого непосредственно искалючаемь изъ трехъ 

линейнихь однородныхь уравнен1й (5) и (5) три количества 

А, В, 6 и получаем уравнен1е соприкавающейся прякой въ ви- 

д8: Ре у 7 

ТТ =0 (7) 

Вычитая изъ элементовъ 1-ой строки спредфлителя эленевты 

2-ой строки и разлагая затзиъ опредзлитель по элементанмь 

3-го столбца, получаемь: 

х-+, у-у, 0 

наконец, раскрывая опредёлитель 2-го порядва, инфемь: 

у (1-х) - м (У-У )=0 

т (8) и — Е 
Я 

Уравнен1е (8) есть не что иное какъ уравнез1е касательной 

Въ точЕй (х.,у. ); такимь образомь соприкасаюцезся прямая. 

встЕ касательная. Постараемся опредфлить, въ каких точ- 

Глава г. Хистъ 8-ой, 
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кахъ кривой касательная виЗеть соприкосновене 2-го поряд- 

ка, Боли (ху,у, ) есть такая точка, то должни имфть м$фото 

услов1я 

+ Ау +С-=20 

об’ зи’ =2 (9) 

бд” 9’ =0 

йсключая изъ этихъ равенствъ 4,Ё,С, получаем искомое ‘усло- 

81е. Такъ какъ С не входить въ два послфднихь уравнен1я, то 

достаточно исключить изъ них Аи В, и тогда полузаемь: 

или, раскрывая опредфлятель: 

и, 
р =0 (10) 

Услов1е (10) имфеть звото для точекъ перегиба; такимь обра- 

зом ТОЛЬКО В этих точкахъ касательная находится съ дан- 

ной кривой въ соприкосновен1и 2-го (или внопаго) порядка. 

18. СОПРИКАСАЮЕТИСЯ КРУГХ, 

Уравнен1е произвольной окружности 

3 ® ” Е # - + -3)”= 1 (ия) т (у) = й (1) 
заключаеть 3 произвольныхь паракетра, именно координаты 0, 

в пентра и рад1усъ в. Поутону, согласно общей теор1и, изло- 

женной въ гредшествующемнъ параграф, для произвольной точки 

`(х.,у.:) данной кривой . 

= > ) (Е), й=#@) (2) 

‘хожно найти окружность (1), находякуюся въ. соприкосновен1в 
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2-го порядка съ данной кривой, и эта окрумность называется 

соприкасавцейся окрузвностья. дла 

того чтобы найти координаты ея цектра и рад1фусъ, пилемь ус- 

лов1я вопрнкосновеная 2-го порядка кривыхь (1) х (2). 

Услов1я эти получаенъ, какъ извфзетно, замфняя въ ура- 

вненти (1) в въ двухъ уравнен1яхе, получаемнхь ди ерении- 

ровантень уравненая (1} по %, координати х,у и няъ произ- 

водныя черезъ х’, у, ж, 1, №, у", Т.е. черезъ значен1я 

ха, опредёляемыхь уравневтяни (2), и ихъ производнихь 

для += (если $, есть зкачек1е параметра, соответствующее 

разскетриваемой то3Е$). 

Такимъ обрезомъ иифень: 

сису ии" (2) 

те | (4) 
(5) [С3 + ВИ *-2 

Язъ уравненая (2) заклочаемь, что развботи и `-х к 8-у 

поопорифональни соотвётотвенво - у, их,; олёдовательно 

инфехф право половить 

дети, окт (2 
Внося сти вираженая въ уравнен1е (5), получаенмъ: 

В 
- ус. уху) + хи у" =0, 

нЕ 

откуда 

Вставляя это ‘выраженте въ форкули (5), инбенъ 



- 116 = 

Наконец, вотавляя выраженя (7) въ равенство (28), паходимъ 

(8) 

Форнуле (7) опредфляютъ координат центра соприкасаютагося 

круга, равенство (Я) опредфляеть квад 3Ъ его радтуса. Для 

Енчиолен1я рад1уса В Мы долЕны равлечь кведретний корень 

ива превой чести гавенотва (8); еслн желаень найти абсодия- 

ную величину ралфуса, то въ юр я 

В Ее ра (2) 
. д р 

ДОЛЖНЫ ЕЗЯТЬ ВОТЬ ИЗт яВууъ знаков Ё, для котораго зре- 

вая часть ока: н ислозительной. боприкасаюзлися кругъ 

хожеть бать построенъ для провзвольной точки (9 данной 

кривой (1). Вырахензя для коордивать его пеятра в для его 

радлуса полу инф, 22: зя въ ревенствехь (7), (9), #, 

при ченъ акцентами, какъ воегда, обозвачаемъ диз ревциро- 

ван1е по Ё и подь Х,7 разунФемь вкражен1я ихъ, опредфляения 

Такинь орз получаень: урэвнентяки (2) Анно Ерив 

&= “5.5 т Ру ол у В (10) 

визны (12 

с этсуу`- центрь его.- 

роз колнвизныы данной кривой. Текиме обрезомъ ра 
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венства (10) опредёляютъ координатн центра‘ кривизны для 

произвольной точки (Х,У) ‘данвой кривой. Такъ какъ обприка- 

саваися кругъ и данная кривая въ точкй {Х,У) инфотф общую 

касательную, а слёдовательно и общую нормаль, то центоъ 

кривизны лежить на нормали данной кривой, проведенной въ 

соотвфтотвужщей точкф (Х,7). Выражения (10), полученкыя 

нами для координать я., 8 цеятра кривизны, суть фунюи 

произвольнаго параметра $; при изыбненти $ азизняются ео 

#6 ; дентрь кривизны перевфкается съ перембщентемь точки 

(1,7) но данной кривой и опвонваеть взкоторую лив1ю, кото- 

рая називеется эволютой данной кривой. Равенства 

(10), котория, какь мы видфли, опредёляють М и 3 въ 

Ин параметре и слфловательно имфють видъ 

я-а, Я, 
представляють изъ себя уревнев1я эволюты. Иоклячая ИЗЪ Них% 

%, получаешь уравнев1е эволюти 

РЯ.) 
въ Декартовыхь координатахъ. 

Предполагая в$ частности. пераметрь $ = Х, т,е. опре- 

дёляя данную кривую уравненлень 

= 70 (12) 
55 координатахе, изфень 

#1, "30, # 

и обия Форыулы (10) в (11) призв 

й= 5-й. к ПР дие-- 



сй== РР (14) Я 
Им бя ногаи получить ихь и непосредственно, предноларая урав- 

нен1е кривой въ вид (12), если бы написали условая соприкос- 

нозенуя 2-го порядка девной крввой (12) и окружности (1) въ 

той частной форм$ ($ 11, рав.14), которая била дана въ $ 11 

для двухъ кривых, изъ которыхь одна опредзляется уравнен{- 

емъ вида (12). Пой этовъ намь приплось би продифференцировать 

эч1е (1) два разг шо Я, считая У нечвной функией Хх, и ура 

Е би ПОЛуЧнли: 

сид л =" 

от, (15) 
ев = 

зтЕ уравнен1я относительно ‚ 8 ‚ В, приходинъ къ фор- 

ламъ (18) и (14). 

На освован1в второго изъ оавенствь (13), знекъ оазности 

у . Юли 
9х* 

= совпадаетъ сс звакомъ втооой производной 

разокатриваеной точки кривой ордината У положительна, то 

кривая обоецекв-кь оси Х ВНПУКЛОСТЬЮ ИЛИ ВОРНУТОСТЬЮ, Смотря 

по тому, инфеть ли вторая производная въ разоматриваеной точ-. 

Е полочительное иль отрицательрсе значене (см. 85); при 

этом, согласно предидущему, разность -У влв полонизельна 

или отрикательна 1,5, центоь соприкасеюнагося круга ленить 

выше или нике соотвётотвующей точки кривой, а слфдовазельво 

въ обохь случаяхь онъ левитф въ сторону вогнутости кривой, - 

Допустриь теперь, что срдината У отрицетельна; въ таконъ сду- 
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*у 
а. 325 при положнтельнохе зваченти ; кривая обращена ль 

оси Х вогнутостью в наоборотв, но зато при полохительнокь 

значен\и разности /4.-7 центрь соприкасаюжагося круга уда- 

лень отъ точки крЕБОЙ въ сторону оси Х и изобороть.Такикмъ 

образома, центрь соприкасающагося круга (центрь вривизны) 

всегда лежитъ на вормели криво въ сторону ея 

ворРНУТОСТИи (Ср. 9@рт.46 и черт. 47). 

9 и 

3ет.46. Черт.47. 

Вь заключен1е заибтинь, что соприкасающ1йся кругь 

зожно опредёлить кекъ предельное положен1е крупа, проходява- 

го черезъ три безкокезчно-близк1я точки кривой. Въ саномъ дЕ- 

2%, разснотримф три точки данной кривой, соотвётотвуюная 

тоемъ значенлямь паракетрё: %,, % +Дъа +. Де. к 

проведень через нихъ окружность, опредфлченую уревнентемь 

{1). Паранотри я, д и В, входяз1е въ уревкенае окружности, 

опоедфлятся изъ трехъ уравнез, которыз получныз, занфвяя 

въ уравнен1и (1) текуяая координатн соотвётетвенво Коорди- 

натавкн трехь випеупонянутихь точек» кравой. Перевося члень 

2. ” = 
В въ лАвую часте в вставляя виЁото Х,У 

у изъ усввкен:й (2) денной крЕвОЙ, 



функшю параметра $, которую для сокрацентя обозначинь ч5- 

рёзь (+), полагая такимъ образонь 

ее ела) 
Три уревненая, о опорвхъ пла рёчь выше, при сохранени 

везхъ введенныхь обозначен и прикимають дидъ: 

Я) =о, УЕтаВ=е, + АО (17) 

Предположимь, что бунки1и й (+), о) допускеютъ не- 

преривния производныя по крайней м$р$ до 3-го порядка; тот- 

ка то же самое инфеть ифото для функии Р(5), н ни можекъ 

разложить лёвуя части двухъь поолёднихь уравневай (17} въ 

конечние ряды ?эйлора. Вичитая изъ этихъ уравнен1и первое 

я дёля результати на Аф и /Л'%, получаехь: 

Я.) +967; + вле) 2 -2 
Я -Я = те - АЕ = (18) 

Преднолагаень, что отнонен1е К приращенйя А къ прира- 

ценю Д% остается конечнымь и отличнимь от одиници. По- 

легея Д’+ -ЕДь` во втором изъ уравненай (18), вичитая 

его изъ перваго и для результать на А+, получаем: 

ит. о в-)) "6-0 (е-в]] 2 (и) 
Систему ур- и (17) НЫ можемь Захфнить равносильной ей си- 

стеной, состоядей изъ первато изъ ур-1й (17), перваго изъ 

р (18) и ур-1я (19). Пусть теперь вторая и третья изъ 

данныхь точекъ на нашей зривой неограниченно приближаются 

къ первой х перейлемъ къ предёлу, полагая Аз= 0; тогда 
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1я, полученныя науи, обращаются въ слёдующтя: 

И) =0, Я@)-=0, #(&) =о (20) 

Выпольяя дифференцирован1я надъ функцией 2(%),‚ опредфляеной 

равенотвовь (15), легко убфядаенся, что уравнек1я (20) со- 

вивдають съ уравкензями (3), (4), (5), и такимь образомь 

окружвость наша совнадаеть съ соприкасакнейся окружностью. 

14. КРИВИЗНА ПЛОСКОЙ КРИВОЙ. 

Разснотримь произвольную прямую. Жоли бы ми стели въ 

л9бой точк$ ея опред®лять касательнуи, то убздились бы, что 

касательная всегда совцадаеть съ данной прямой; такииъ ©б- 

разонф, при передвижензи точки по прямой, касательная не и5- 

няеть своего непревленя, такъ какъ вообще остается неизизк- 

ной. 

АЯЪло обстонтъ совершенно иначе для кривой линйи: при 

перезфщен1и точки по кривой, наприм®рз, изъ положен1я М въ 

положен е к касательная мфняетъ свое направлене (он. черт. 

48-0й}, и если мы будемъ изъ про- 

иЗВОЛЬНОЙ ТОЧКИ О (48рт.48) про- 

м водить. прямия, параллеёльныя каса- 
$ Е : - 

зельныиь въ направлен1и, освнедез- 9 

$ д” - . - 
цемь съ положительнымь направле- 

Чер?.48. н1емъ каждой касательной, то при 

: ы Ю = 
перемфщен1и точки по кривой изъ И въ М пряная, ` проходякая 

черезъ точку 0, повертиваечся ва нфкоторый уголь 7. который 

воть уголь двухъ касательняхв, проведенныхь въ точках нии 
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Чвмь боле дуга кривой им’ отетупаеть оть прямой лини 

?$къ болфе величина угла ? ‚ КоТСрий тавимь образом но- 

жеть служить мёрой кривизны всей дуги. Отномен1е 

й 
з 

этого угле къ длин} дуги називакть средней кри- 

вВиИЗНОЙ ДУРИ, 

Будемь точку | неограниченно приближать къ №; за- 

уртимъ при этонъ, 410 безконечно-ыа. й уголь 4 двухь ка- , 

КИХЪ ТОЧ й ъ конвой невыва- сательнихь въ безконечно- 

$ть иногда уРЛОЕЪ Сые: ости, Отнсшене г 

и“ х 
т.е. средняя кривизна дуги ЫМ`, изиёняется при приближе- 

: ‘ В : : д 
Зи точки У къ К; есля Тунко]и, входя1я въ уравнен1я 

КреРОЙ, ДОПусхаютЪ ПООЯЗЕОДНЫЯ Первнхь двухъ порядкову, ТО 

упомянуто? отнстен1е стрекится къ опрелфденному предёлу, 

БОТОрнн НО2ЫВаЮТЪ БрЕВЕЗНОЙ Данной кри 

ВОЙ ВЪ ТОЧКЕ Такинъ образом, кривизна кри- 

Вой въ даннсй точк®’ есть предёла, къ которому стремится 

срелняя кривизна дуги, икфющей начало въ данной точкй, въ 

томъ предполояек1и, что конець дуги неограничено прибли- 

жается къ началу. Називая вривезну въ данной точк® черезъ 

&, имфень: 
И 2+ мы 

Я=2 ` 

Назовем черезъ Ф уголь, который образуеть положительное 

направлев1е касательной въ т04кф № съ положнтельнимь ка- 

празлевлень оси Х; уголь этоть измёвяется съ перемёщёнт- 

еиъ точки по яривой, ‘и если кривая опредфляется двумя уран- 
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нен1ями 

= у@), = 2), (2) 

10 ` © есть функция параметра %, Для точки М", соотвфеству- 

щей значеню параметра = +1 А, уголь касательной 0% 

осью абоциось будеть + А. Проводя черезь какую-лн- 

бо точку 0 пряния, пераллельныя касательнянь и оси Х, не- 

посредственно ВИДИМ, ‘что уролъ ра незду двумя касатель- 

ними въ точкахь Ми М равень ЛС (см. черт. 49). 

Обозначеемъ Черезъ 

разстояи1е точкк М, 

считая по данной кри- 

вой, оть какой-либо 

точкн А, выбранной за 

Черт.49. начало счета дугь .(чер- 

лежь 50); $ есть нфкоторая функи1я параметра &, и разотоя- 

816 точки И" оть А есть 

ЗЕД, а слфдователь 

Бо дура. УМ". равиа / $, 

`а кривизна въ очк Н, 

согласно опред$лен1ю, 

данному выше, равна: 

= 

43=0 АЗ 

Зерт.50. , Раздёливь числителя и 

знаменателя на прирацене Аъф параметра $; имена: 

&г 

д- д ВЕ Е. Е (8) 
| р 

|2) 
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Предполагая, что кривая опредфляется двумя уравненляни (2), 

имбемь: 

22 - # в сёл. 2-ой (4) 

ревцируя по +, получаем: 
, 

Полотавляя эти выразен1я въ равевотво (2), приходии 

слядукщей форнулё для кривизны кривой въ денной зочкй: 

ЕР 9) 

при зтокъ передъ корнемь квадратвымъ, входяшимъ въ это ЕЯ- 

< рахенае, подразумтваемь знакъ +, подобно тому какф это 

анфеть ифсто въ равенотр$ {6). Занётные, что виборь этого 

знака ^соотвётотвуеть выбору ‘направленая отсчета дуг кри- 

вой, а сафдовательно выбору положительнаго направлен1я на 

касательныхь. 

Сраввивая виразенае (7) для кривизни съ виражезезь 

(11). преднествующего параграфа для радфуса В соприкасаещг- 

р И и, ° рРося круга, инфемь;: р (в) 
= 

боотножен1е (8) наводить ва мысль ввести новую величину ©. 

лагая пол и-= (9) 
В» такомь случай инфенъ 

18]=7 (10) 
воли подъ Е разунёемь абсолютную велизину рад1уса соприка- 
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саюгагося круга. Изъ равенствь (7) и (9) слёдуеть 

кН, ао 

такимъ образомь © есть количество строго опредфленное какъ 

по абсолютной величинй, такъ-и по знаку. Будемъ называть < 

радрлубоньъ кривизны; ВИДИМ такинь обра- 

зом, что абсолютная величина радфуса кривизны совпадаеть 

съ радлусомъ В соприкасазщагося круга, но при зтомъ слёду- 

эетъ замфтить, что радфусъ кривизкы кожете имфть какъ ноло- 

жительния, такь и отрицательния значения. Тахъ какф сопри- 

васающ1йся кругъ въ каждой точк? данной кривой можеть слу- 

жить, согласно предыдущену, для опредёлен1я кривизни (по 

храйней мёрф ея абсолютной величины), то становится понят- 

ным, почему егс називаютъ кругргосонъ кривизны. 

Постараемся ранить вопросЪ, въ какомъ слузчаё р 

* 5ривизяы анбеть полозительное значене и въ кэкомь - отри- 

цательное. Для этой пёли обращаенся къ бориуламъ (10) пред- 

нествующаго параграфа, онредфляющьмь косудинати я`, в цен- 

тра кривизны; вводя в® нихь рад1усь кривизны ©, опредё- 

ляеный равенетвойъ (11) настоящаго параграфа, кмфемъ: 

и, р 

` прв чемъ передь радикаломь подразунёваемъ 

звакъ Е, Правия части равенстве (18) имёють простое геоме- 
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трическое значен1е, а иненно равняются соотвфтотвенно коси- 

нусу и синусу угла, образуенаро вормалью къ данной кривой 

съ осью Х. Въ саномъ дёлф, выберемь за положительное напра- 

влен1е нормали то, которое получается отъ поворота полови- 

тельнаго каправленая касательной на праной уголь противъ 

сотрёлки часовъ (сн, 9ерт.51), и обозначим через 4) уполф, 

который это на- 

правленае обра- 

зуеть съ поло- 

кительнимь ва- 

правленаемь соси 

Х. Боли уролъ, 

который образу- 

@тъ положитель- 

Черт. 51. ное ваправлене 

касательной съ положительнымь направленлень оси Х, есть 7, 

16 

такъ какъ для перехода къ нормаль мы должны повернуть каса- 

тельную на уголь + т. Такимь образомъ 

я 
сов& = вов (12 +7) = -40 2; зв =51щ( 2+.) =0087 

вле, въ онлу формуль, выведеннихь въ свое время для сов 'и 

шо = утру" 

Равенотва (13) принимають у нас, текинъ образомв, слёдуютаИ 

ве ф, совм = -- 

ВИДЪ; 



Ч = в ; 9-Я. = ибени . (14! 

0$ друрой оторони, ‘разонатрикая центру Кривизни ? (черт.51) 

8$ тОЧЕ$ М 

фнй отрёзокв МР образует® съ положительнымв направлен1ехь 

оси Х, ив иызене 

и -к = МР.сов о , Ф-у = НР. шо 

такъ какъ разности “-х и 3-7 равны проекллямз отр&зка 

МР на оси коордикатъ. Раздёливъь 06% чабти полученных ра- 

венствз на МР, нолучаемъ 

—- - соо, , рт. = Ис, , (15) 

х 

при чемъ подь МР разумфемь абоолютную велизину этого отрёз- 

ка, такъ какъ при опредбленли угла / кн считали за воло- 

хизельное направлен1е отрёзка неправлен1е о?$ № кз Р. Такъ 

какъ Р есть центр кривизны, то абсолютная величина редлусе 

кривизин © совпедаеть съ величиной отоёзка МР, и ол$дова- 

тельно мн имЗемв 

‚ ф= или 9 = МР 

в$ Зависимости от5 того, инфень ли радтусф кривизны положи- 

тельнсе или отрицательное звачен1е въ разсматриваеной точк? 

кривой. бопоставляя форнулы (14} и (15), ны въ нервок® слу- 

чаф получаемь -: ` : 
605 @ = сов, зш® = ва, 

и олёдовательно © ‘= () {до кратных 2/),"а во вРоромз 

со5 ©) = в05,. за, = шо, 

и сабдовательно | 

© = Я +“. 
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обоазонь, въ первонз слуза$ направленте ств тозки М 

хривой къ ценеру кривизны Р совпадать съ полонительниму 

.вапоавлен1ехь нормали, а во второмь случай :- противополох- 

нс ему, 

Воли условимоя называть полок ительной 

хернадью поду-лузз (полупряную), исходящАй нзз то=- 

М кривой въ полодительномъ направлен1и нормали, и с т- 

рицпательной чорниальт -- другой полу-лучъ, 

ктинь обрезом: редтусз кривизня поло- 

Е: если центре кривизня 

де полохнтельной норхали, 

я стреватегзно, золи центов кон- 

визнн лежите на отрицательной 

норнали, Чертежь 51-58 соотафтотвузть первому злу- 

заю; для иллюстраци второго случая исяеть служить зер.52. _ 

Введенное нами 

ПСвят1е о положите ль- 

Ной ноомали позволя-° 

сеть дать новое спре- 

дзлен1е кривизи® кри- 

занАи. Въ семоуь 

й `аздф, урод изжду дву- 

мя касательнаий 5% 

двухъ точкахь кривой, очевидно, равен углу между соотвёт- 

отвующини положительнчик норналями; поэтому, если ин 0бу- 



5%. 

демъ через 

1 положительнихт нориелей, ‘то уголъ р уэБду двумя такими 

лучени, соотвфтотвуюними двумф точкаць МИ И” даннов Кривой, 

ссЕНадазть.25 уплому й ‚ © коТоромь вла ОЕЧЬ 8$ ва92л8 пара- 

графа. Опинемь изъ точки 0 какзф изъ центра радлусонь = 1 

окружность (зерт.53), которая пересфчеть какдий изъ напихе 

лузей (точнзе‘- полу-лучей) въ одной точх$. Такинь обоазоке 

каждой точкё М денной кривой соотвётотвуетт опредбленная 

точка и вэшей окоухвостиа, лежащая в2 раду} ЛЬЧОНЬ 

СООТВУТОТВуюдей ПОЛОкИТелЬьНой норыоли. Такъ хак радтусь 

окружности = 1, то дуба пи", собтвётотвуюная дуг М". дак- 

вой вривов. равна углу 7" . а с18- 

довательно средеяя кривизи бязь св 

редфлена какъ отнсшен1е дури окрузности вш' къ дуг кривой 

Ум'. Обозначая через» 3 дяиву дуги кривой АМ, оточитнеаеную 

у ДУГ Ск ть нфкоторой точки А, и зерезъ в 

ГЛАВА 1. Листз 9-ы. 
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аш, отозитуваемую отъ соотвфтотвуюней точки а, нолучаень для 

врявизны К в$ то9к$ М данной кривой внраженте 

_ ^= в (15) 

Возврацеясь къ формул (11) для радфуса кривизии © ‚ва: 

мвчаень, зто знаменатель х’у” - х"у’ исчезаеть для тозекь пе- 

эагиба на { Кривой; такинт образомь, въ точкахь перегиба 

радлуоъ кривизны равенъ безконечности; стоюда заключаем, зто 

круг» кривизны въ 7с9к$ перегвба кривой сбращается въ прямую 

29 ‚ призомъ очезидно въ касательную; это вполнё еогласует- 

ся 35 8 фектомъ, что касательная в% тозкф перзгиба вахо- 

дится Въ соприкосновении яаторсго порядка 5 даняой 

5ОиБОЙ. 

Предположимь в» частности, во произвсльняй п2р тр д Ё 

входяжИ въ формулу (11), равевь Х, т.е. кривая определяется 

авнентему Ур у #8) (17) 

вз Декартовнх» коордииатахь. Внраяевае (11} для редлуся кри- 

визны при этомъ прининаеть видъ 

с- Л (18) 

яё 
Формула (13} содержит» функшю у = #(х) и вя производныя 

первыхь двух порядковъ; сторда мы заключаемь, что всё кри- 

вня. которыя въ данной точкф находятся въ ооприкосновенаи 

2-Ро порядка, инбють въ этой точк один® и отв не рад1усъ 

кривизни. 

Предполовииь, что произвольный паранетрз +, входящуй' 
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з$ уравнен1я (2) данной кривой, равень въ частности дугб 8 

кривой (оточитнваемой стф какой-либо опредфленной точки), 

Въ такомф случа$ имфемь 

: оу" а = (19) 

и слёдовательно форнули ‚(7) й (11) приникають видь 

и=ф-чу-иу (20) 

‚Возводя въ квадратъ и занфчая, что вираженае ху" у 

еств детермичанть 2-го порядка, ‘получаенъ 

ху", хх Ру 

и с" _ хх” угу", ху у”* -; 

принимая вс вниман1е равенство (19) и равенства 

ть" =9 (21) 

получаемое дирферекцировав1емъ равенства (19) по 5, полу- 

аем чаем ие ну (22) 

ЕЛИ В 60156 ПОЛНОНЕ БЕДВ: 

и. д ила ти 

=) + (9%) | (22') 

Изъ форнулы (20) мч получаемь кривизну К или радлус® 

вривизны © в$ функи1и дуги $. Уравненфе вида К = #($8) или 

Ф= Ё (5), которое мы полузимз, или даже вообще уравненле 

вида РО, 3} =0 назнвеюь назтуральнние 

уравнен1емв кривой (вабиг све @1етойото, бодаффоп 1обттн-` 

зечие, эалаз1опе 1и%г4 веса). Уравнен1е ото, выражая связь 

мекду рад усон5 кривизны я дурой (оточитываемой от опред8- 

леиной Фочки, кривой), не зависить совершеняо отъ положення 



кривой На плоскости; ово ибняется лить съ измфнен1ечъ форин 

кривой. 

Равомотримв нфеколька чготнихв примёровъ неё опрелвле- 

не радфуса кривизнн. 

ПРИМЕРЪ Т. Разомотримь кривую, опредфляемую уравве- 

ятемъ - 
(е& + =). 

м1 

Кривая эта назчвается ЦВ ПяоОйЙ линт Ториу 

этой лини принниаеть тяжелая гибкая нить (а олёдовательно 

съ извфотникь приблизенленя - пфль), поавфиенная вв слухе 

тозкахь. Уравнен1е пфиной льн1и ве изуфняется при замен Х 

черезъ -Х; слфловательно вривгя наша симметричра стноси- 

тельно оси У, Ши Х = О инфенз у = а; при безпродвльнонъ 

возрестен1и Х пс абсолютной величина, У, 

тельиниь (приз > 0), возрестаеть до бэзконечкости. Дир фе- 

ренцируя уравнен1е кривой дзе раза, ин 

д = 

(98 - ет); ах* ^ За (® мн 9; 

Текз какъ вторая проязЕодная при все зихв значентяхь 

Х сстазтоя положительной, то элвдовазельно вривая во ВОЁХЕ 

Чэот.54, своихЪ точкахь обращена 

$5 оси Х оБоей внпуклс- 

отьв (сн. 9ерт.54). Вота- 

влия полученния нами вч- 

ращен]я первой и тторой 

ПООчЗВОдНУХЬ ВБ зормулу 

{13), имфемь; 



иля, въ салу уравнензя кривой 

в= у а‘ 

Такимъ образомь, ордината тоэки кривой есть среднее гзоие- 

трическое между радлусонъ кривизны и отрёзкомз а, отофкае- 

им кривой на оси У. Вичислимъ длину вормели ММ. Въ силу 

общихь формуль имфемъ: 

ое 5х 
М = у \ у = : {== 1). 1(ьй 4+е&)= 

= Зо ей) чо, 

Такиит образоиь, радфусъ кривизин равенъ отрфзку нормали 

№; замётииз одвако при этом, что неправленз он в$ про- 

тивоположную сторону, текз какз центр» кривизна Р (зер.54) 

лезить въ сторову вогвутости &ривой. 

ПРИМЕРЕ 1Т. Опредфлимь радаУсь кривизны циклоиды, оп- 

редфляеной убавненлями: 

х-а(ф- мау), у-а (1- 937 ), 

рд% м - поонзвольнуй параметре. 

Виз Тиффереквируя по Ф ‚ ИНмземъ: 

ж на (1- 08%), у’ а 18 р 

х -авшу, у 2 2 0057 

5117} =Ра*(1-сов и) = , й 2% 
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ху ку! = а (сов у -соз*р -в1/ф ) = 8" (совф-1) = а’ 5алй 

Ветавляя полученния выранен1я вз формулу (11), получаенз: 

о _ За’ ва = дав Е 

$- Ва ти = авс, 

Пра изубнени г отъ нуля дс 2Я будемъ ибть АЛЯ @ отри- 

цательния значевля, олёдовательно рад1усъ кривизнн непра- 

вленз въ сторону отрицательной нормали; такъ какъ положи- 

тельное направлен1е из цаклоидв соотвётствует направленаю 

возрастан1я р, т.е. направленаю слфва направо(неправленае 

двнжев1я калявагося круга, который онисуваетв циклоиду), то 

положительная нормаль направлена вверхв, точнёе - паруву 

но отномен1ю кз разсиатриваеной вётви циклоиди, и слёдова- 

тельно рад1ус$ кри- 

визня направленъ 

внутрь, т.е. въ 010- 

рону вогнутости цик- 

лоидн, какь э10 и 

долино биль (см.зер. 

Черт.55. 55-мй). Ны Видёли, 

Что норналь циклоиди проходит черезь точку прикосновевзя 

образующаго круга 5$ оси Х; такниъ образомъ отр$зокв нор- 

мали ММ есть осиованзе равнобедоеннаро треугольника МОК 

(черт.55), у котораго боковыя стороны суть радфусн образу- 

ющаго круга и слдовательно равни а, а уголь при вершин$ С 

равен . Рашая треугольникъ МСК, виден: 

УМ = 2 аз, 
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и олёдовательно абсолютная величина рад1усе кривизня 191 

равна удвоенной нормали. Такимз образомь, чтобы построить 

центр» кривизнч Р, достаточно продолжить вормаль ММ на от- 

рёзокв ВР `= ММ (черт.55). 

ПРИМЗРЪ ТТТ, Опреджлимъ рад1уоъ кривизны окружкостн, 

данной урзвненземь 
2 . 

(дай + (ув = в’, 

Дифференцируемь два раза пох, считая у нэявной функдлейх; 

получаенме; 

ау. -в). + (у- =0 (х-в). 4 (у-Ъ) ах 

ду. * а*у 
+ (-) РО-Ь = 0. 1 Е (у ) а; о 

Изъ перваго равенства 

9 _ х-а 

4х У-Ь ' 

и олздовательно . . 

аи „9-0 в ба 
4х (у-в* 

Вотавляя во второе, получёему 

о: 
ах (у-ь)? * 

й слёдовательно по общей форнул® (18) 

@- - В у-ь в 
(у-5} „Ва —* 

в 
(у-ь) 

Такимъ образомъ, рад1усъ кривизны скруйностн 50 вобхЪ 109— 

хахъ имфеть постоянную величину и совпадаеть 05 рад1усомъ 

В окружности по своей абсолютной величин, что, 

непосредственно очевидно взъ санаро опредёлен1я 

впрочемъ, 

ЕрИвизНи. 
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Знакъ мивусв, входяцАй въ выражен1е 9, указываете, что 

центрз кривизны леннть на отрицательной нормали, и ве труд- 

но удостовфоиться, что это дёйотвительно такз: центрь кри- 

визнн совпадеет»ь 0$ пентосм» круга, а положительния вория- 

ли, какъ легко убфдиться, вс$ направлены внф круга. 

Въ заключен1е замфтинъ, что если кривая спредёляется 

уравнентехнъ 

Я.) =9 (28) 
въ Лекартовихь координетахь, то для внчисленая радфуса хри- 

НН визни по формул (18) мы монемъ опредфлить произвсання 

У 9% 
4х о д 

дифференцируя два раза по Х уравнен1е (23), въ предполоке- 

я1и, что У есть неявная функц1я Х, подобно тону какв мы 

зто дёлали в$ примйр$ 3-иъ. Обозназая черёзв е В Е, т, , 

=, ‚ В, Чаотния производния перваго и второго порядка 

функийи Р по перенфнныия Хи У, получимь ококчательно вл- 

дуютее внражен1е для радтуса кривизны: 

в=- Ся. (24) 

Я 1'-2558+45° 

15. ЭЗВОЛЮТЯ (РАЗВЕРТКИ) ий ЭВОЛЬБ- 

ВЕНТЫ (РАЗВЕРТУВАЮЛТЯ).. 

Въ $ 18 уже было упомянуто, ‘что о волотой 

(разверткой) данной кривой называется геометрическое ифото 

ея центров» кривизны; обрално, данная кривая назувается 

эвольвентой (разверзнвеющей) своей эволюты. Во- 
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обще, эвольвентой какой-либо кривой називаютъ всякую кри- 

вую, для которой первоначальная кривая служить эводютой. 

Въ том% же 5 18 бчло указано, что формулы, онред%- 

ЛЯЗАЯ КООрдННатя = ‚2 центра кривизны для любой точия 

данной кривой, иогуть быть разснатриваемны какз ‘уравнен1я 

эволютн, В частном случаз, когда данная кривая опоед#- 

ляется уравиенлеме вида 
. у= Ех), 

из должны поимфиить фоомулы (13) параграфа 13-го, кото- 

рня дедутв намъ == ф (®). И = фу; 

‘исключая нзъ отихъ равенствз х, полузаемь уравкен1е 

и.) -=0 
ЭВОдЮТЯ ВЪ Декартовихх координатахе. 

Поедноложинь теперь, что данная кривая опредзляет- 

ся двумя уразнен1яни 

у), у-у6) <) 
248 в есть дуга кравой, отозитыраемая отъ нфкоторой оп- 

редвленной точки. Воспользуенся форнулаии (12) параграфа 

1А-то для онредвлен1я вооздинату © ‚В центра ЖОЕВИЗНИ, 

при зем ни долины в$ частности положить произвольднй па- 

рауетрь & равияиь дуг8 з. и олфдовательно 

м’“+ и (2) 
Факинь образомв получазиъ ` 

= - у, дут 9 (3) 

тд8 в `- рад1усъ кризизня и г4% 

ах ЗУ ирак у’ = > 
98. 
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Равенства (3) дакт$ нанъ с и Л вф функц1и параметра в и 

саздовательно могуть быть разсматриваеми какз уревнен1я зва- 

лютн. Мы воспользуекся ими для вывода важнёйшихь свойствъ 

эволюти. 

Докажене во-первихь, чо нормаль в5 тот 

к данной кривой касается эвсаю- 

тн в соотвф тствующей точк®. Заи- 

линФ пои этомф, что двумя соотвётствуюкики тозками на дан- 

БОЙ Кривой (эвольвент$) и на ея эволютё ки, понятно, назн- 

вазнф рав]я дв точкн Ми В, изъ которыхь вторая служить 

центром» кривизнЕ по отнопея1ю къ первой. Такф какъ цевтрв 

кривизни лежить на нормали данной кривой, то слфдовательно 

для доказательства вашего положея1я достаточно показать, 

что неправлен1е норналн совпадёзтз съ направлентемв каса-- 

тельной кз эволют8 въ соотвзтотвующей точкф, другини ©40- 

вами `- что касательныя къ данной кривой и кз эволют%, про- 

зеденния 35 двухь ссотвётотвуюцихь точкахт, взаиино-перпен- 

_ днкулярив. Обозначимз черезъ Са Е угля, образованные съ 

осью Х касательвяни къ данной кривой и къ эволюз$.Въ такомъ 

случай инземз: . . 
у ` сб=х, обе 

р 
ЗОНЕ: ИИ 

005 б = узо ий сухая" ° 

тдЁозназкомь ' отыфчено дифференоирован1е под. Услоз4е 

перневдикулярности двухз кесалельнихь можеть бить ваписано 

ВЕ ВИДВ: 
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али, ‘по подстановк$ зНачен1й триговометрическихь функц й 

углов Си 2 ив освобозденти отв зваменателя: 

и ’вуте (4) 

Дифференцируя раренства (3) по з, инбемь: 

д’ -уФ 
. бы (5) 

Уннохая первое изъ полученных равенствз на Х‘, второе — 

на у. и окладнвая, пслучаемь: 

их" + Ву! = иерей в (у бу"), 

Принимая во вниман1е равенство (2) и значекле @ (сн. 814, 

форы.20), видимъ, что услов1е (4) внполняетоя и слёдова- 

тельно положен1е наше доказано, 

ДокаженЕ теперь слёдуюную теорему: диф ферен- 

ц1алъ дуги эводлютян равенз диффе= 

рекц1аилу рад1тусе кривизни. `Вазивая 

дугу эволютн черезь 6, инбен: 

дб - Ув де = Ид Ед’ „аз. 

ференл1алъ радзуса кривизни $ доурой стороня, диф 

аФ = ©". ав, 

Йтакз, мы должня доказать справедливость состношенля 

учи =" еще Ив" = 0 (8) 

Возводя въ квадрат® и складывая почленно равенстве (5), 

получаем. 

д“ + Ех т у" т в" (т у) ву") - 

- 20 (ку у") В ое’ (ких уу"). 

Принимая во виинанае равенство (2) к равенство: 
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хх о уу = 

получаемое дифферекниоовант 

(си. $14, формулы 20 и 22), имфемъ: 

* ‚А та 
от =’, 

и слдовательнс ‘соотношея1е (6) дЕйствительно имфеть мфото. 

По нзвлеченк изв двухф частей коовя квалратнаго к по умно- 

жен1н ча дв, получазиь аб = 4®, но пра этом 

икнуть соннзЕ1е относительно знака. Сомн®н1е это впрочомт 

легко устраняется, есле обратимь внииан1е на то, 310 въ на- 

тем произеолф находитоя вуборь поло: ельнаго направленя 

для отсчета дупъ на эволют®. Воли мы пишемь соотномен1е ме- 

ЕДУ ДУРОЙ эволюти и радлусомв кривизны въ 214$ 46 = де 

{а не в5 виде аб = -а< ), то это лишь означаеть, зто ми 

условились сзитать половнтельнымь то направлен1е на эволи- 

7{, которое сооте$тотвуеть направленаю возрастаная радлуса 

КивиЗня первоначальной кривой. 

Мы доказали; что дифференилали функтля бк © равны; 

отеюда” слёдуетъ, что самия функц]и отлизаютоя только на 

постоянное, т,е. 

б`= а + соб. (7) 

Лостоянное, входянее въ состистенае (7), можно опредёлить, 

есди установииз, отъ какой точки буден отозитьвать дугу 6. 

эволотн, Такъ, воле за назало дуг на эволЮтЗ Применъ т99- 

ку РВ (ч1ерт.58), осотвфтотвующую тсякф А первоначаленой кри- 

в0й, ВЪ КОТОроЯ рЕД1уоъ кравизин ямфеть значентс ©, 
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дая этой точки соотнопенае (7} 

принимаеть видз: 

0 = 0% + соп=ф., 

& слёдоветельно осопзф. = -а, . 

Вотавляя это знезен1е постоянна- 

‚ Черт. 56. | по въ ссотнонен1е (7), прлучаемз: 

б-е-в, ‚ омиа в-+ бт (8) 
Двф теорем, доказанныя нами, позволяють очень просто 

строить эвольвенту по данной ЭвБолит8. В саномь д%лб, въ си- 

ду первой теоремы, касвтельнуя эволюты слукеть норналями 

вольвентн, и олфдовательно остается лишь нё этихз касатель- 

НЯХ$ ОТЛОЖИТЬ 05 точекъ прикосновен1я отрёзки, равние с00т- 

взтотвующимь ред1усамь кривизны, для того чтобн получить 

точки эвольвенты; что касается 40 рад1уса кривизня @ вв ка- 

кой-либо точкф, 20 вто найдень но форнул (8), коль скоро 

намъ данз радтусъ кривизнн ©, в$ какой-нибудь одной опредт- 

Ленной точЕ% кривой, другими словами, если дана точка -& 

эвольвенты, соответствующая точкф В эволюти (въ такомь слу- 

чаё о-в. 

Предположим, что эволюта осуществлена у насв какимж- 

-лабо образомъ неханически и что нз зя контуръ намотана вить, 

укрфилевная 8$ кэкой-нибудь тозк® 0; пусть эте НИТЬ отстает 

от овслЕТЬ въ т09кё В`и пусть конедз этой нити (натянутой) 

находится 8в$% А. Вудеиз развертивать эту нить, дерёа зв 1по- 

отоянно натянутой; тогда конепз эя опитеть крявую 

(эвольвенту), тех каке во ВОТХЪ ОВОиХУ ПОлОЗевТяхЕ нить 0015- 



— 142 - 

ется касательной кф эволют8 (см. черт.56) и длина свободной 

ея части РИ боле длины свободной части въ начальном поло- 

вен, т.е, боле отрёзка АВ; на сиотенную часть, т.е.на ду- 

гу эволюты ВР, какъ этого и требусть соотнопен1е (3).Такимь 

образомв ин можемь описать кривую непрерыванмь движентемт, 

разъ дана ея эволюта; из предндуцаго вм съ ть вняс- 

вяетоя причина назвав1й „эволюта" (развертка) и „овольвента" 

(развертивеющея). 

ПРИМЕРЪ Г. Найти эволюту эллицеа 

х у* 

х :% 
а^ ь 

= 1. 

Мы мохемф замвнигь уравнен1е эллинса двуня уравнен1ямн 

Хх = асоз%, у = 6511, 

Ггд8 $ - произвольный параметрь; в$ самомъ дфлф, по исключе- 

ви %, ня приходимъ к$ первоначальному уравнен1ю, Дифферен- 

циоуя вураженя Хиу но %, получаем: 

х4 =-в311%, у’ = 5008%, х”= -в008%, у"= -65 511%, 

и олёдовательно | 

‹ 
ху"? = 2251116 Е оз;  ху’-х”у"= аБ(в1а 40576) =2ъ. 

Вотавляя веб эти вираженля въ формули {10) параграфа 13-го, 

инфемз:- < 2231075 № 5* 00518 _ 
. = асовф - оо, ея 

а> 

. РО 
2*с05% - а7005% 114 - 5*с08*%. а -5 - з 

= = соя $. 
а а -. 

. . а’ зай № 6* 00814 
= Бара а я 

аъ 

Бар" ь Зав’ 6 5911$ 0086 о ы-а" 

Ь Ъ 
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я ка 

на ИЯ 60986, Ве, {9) 

тд с*5а*- ь*. Уравконая (9) опредбляють эволучу эл- 

липса, Исключая 1, получаень уравнен1е: эвольти зъ Декарто- 

выхь координатахь: 

д +) -1 (10) ГЫ 

а 
Очезидно, эволюте эллицса есть алгебраическая кривая (эва- 

люта ‘алгебраической кривой всегда есть тоже ‘алгебреическая` 

кривая). Чзоби опредёлить порядокз ея, обозначинь для крет- 

КоСЪИ к. #2 
ая и -5Е 
в. # 

соотвётозвенно черезь 4 и В. Тогда уравнене (10) перени- 

тется в5 видф д : в+ 1 

Возводя 00% части въ куб, имфемъ 

Яли 

откуда. 
34$ в ‘- 

возводя 06$ части въ кубъ, получаенъ окончательно 

ав" (1 А В) 

Принимая во зкиман1е значеная А и В, Видимъ, что эводюта 

элливса есть кривая 6-го порядка. 

Возврадаясь къ уравневьяые (9}., видныь, что при ин- 

ыфнон1и + оть до 2 Я получаются зваченан и’, от 

Г: и= ЛЕЧЗЮА СЯ ЗОЛЬКО ЗНакани ОТЪ значелаЯ, получаюкихся Е 



г, = 
5 р 2л 

р 

т$ я зназз- уневти 1 67$ 0 до получа: 

и НЯ 00 и 4, какв ип : вообще при > 21 повто- 

рявтоя в5$ предитя значен1я. Отсюда заключаемь, что эволюта 

залянза симметризна относительно рлавнихь 059й и предста- 

состВЕтОтВвумчую знАЧЕЕЮ паракетре ф = 0, 1.5, точку х = 2: 

озвоата 1-го рода, при 

ОваТь ТСЯКИ ЗВОЛЮТН, СООТЕЗТОтвуюная зна- 
: < 

а 

3% 

ДВУХЬ ГЛОБЕ оЗЕй 

®С8и ВОЗЕР: 1-го 

#55375 4 точки воз- 

течки возврата, 

лезавая на большой оси, инфютв абоцисоя 

д я га 
зо 

2 ТаЕЪ КАКЪ Для эллигов 

Ау 

Зурахжен1е это болане или невье но т5- 

га В Как се а, 

кавоз изф лвухф нерзвенотвь 
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а* > 25° ЕЛИ а2ь У 

иметь м$0т0. При аъ Ъ У дв точки возврата, о которчхъ 

идеть рфчь, лежатф вк эллипса; при а < ъУ2 вяутри эл- 

липса, наконец при 2= 5/2 онё лехаль ва ваноиь эллипс. 

Зертекъ 57 соотвёротвуеть олучее а УЗ. 

ФИО. ВФ КС | орнхв №2д- 

знечен1е (подобное зооткотечае 

эллиноа; оо ‘есть слфдствзе доказанной теорем о 

разенстаз дифференциалов» радлуса кривизчн в дуги оволютн). 

ВФ этихф точкахь, 1.9. ВЪ четарехь верт о 
яр = Е РВ ИЗ я ы © ро а 

З 
© Ва < о я э = 1 

Внчиеленая нохко вести освертенно аналогично тому, как мл 

вели ихф для оллипев, вводя лишь вифото товгонометрическихь 

гипорболичеекля ФфункШи паранотра ь, т.е. нолара 

-& 

<< в < 

# 
е `+е 

х- а. 2 

Легко убфдиться, что иоключен1е ваознетра + ивъ этихь двухе 

"Глава ‘т. Лисина 10-ый 
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равенств приводить кз уравнен1ю гиперболы. Въ фезультатй 

получин® виражен1я координать центра кривизны «, в 85 

функции Хи У; исклюнея Х, У -изз двухз полученныхь ре- 

вонствъ и изз уравненая риперболы, получинз уравнен!е эво- 

ЛЮТЯ В ВИДЪ } # 
[28 28 - 

ое = |1 
в. # 

248 6’= а’ фЪ, Эволюта ринеоболн, очевидно, алгебраи- , р 

ческая кривая 8-Ро порядке. 

ПРИНЗРЪ ТТТ. Найти эволюту параболя. 

Для упронзнля вучислен1й предположные, что дламетрь 

параболн направлен по оси У, тан что оиа опоедфляется 

уравненлеме в 

х* = вру, откуда у = . 

Дифференлируя два раза по Х, инфеме 

9.8 9.1 
8% ‘р’ 6х" р ° 

Вставляя въ Формулн (16) параграфа 15-го, получаене: р 

5* ы 
х Та х' х* ща 8х К -Х, = Нк. 
р у р* „А 2р уз ыы 2р 

Исключая Х, прнходимъ къ уравнен1ю эволютн парэболя 

ря" = 8-(8-в)°. 

Сравнивая полученное нами уравнен1е съ уразненлень у’ =(х-а) 

которое мн изолёдовали, легко убфждаемся, что эволюта вара- 

боли (такъ называемя полукубияческая пара- 

бола) имфетв въ точк (0,р) на оси У точку возврата (1-го 

рода), касательной 8%. которой служить ось у, т.е. ось пара- 



- 147 = 

боли. Чертень 58 да- 
ы 

эть понят1е о взаим- 

вом располоенйи па- 

раболи и ея эволюты; 

= ПРИМЪРЪ ТУ. Найти 

9 эволюту круга 

Черт.58. ху -в. 

Дифференцируя два раза по Х, иыёемъ: 

1, со 
ту 9х — 

1+ [А у 4*у о 
4х 4х1 у 

отв око ом в 
1х у’ 3х? уз Пу" 

Вставляя въ фориули (12) параграфа 18-го, ямфемъ 
Е 

по = у ы + #2 

1% Г ву- а : = 0. 

Такинф образомт для вофхь точек друга и я инфють од- 

ии и 1% же значенля, и слбдовательно ин ве получаемъ эво- 

люти - геонетрическаго мфота центровь кризизвы, илЕ, если 

угодно, эволита обращается въ одну точку -- центрь круга, 

что впрочем очевидио и нзпосредствеено. 

ПРИМЕРЕ У. Найти эволюту циклойлы 

Циклоида опредфляется двухя уравнентями: 
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и-а(9- эт), у-а (1 - 05%), 

1 пэраметръ. Дифференцируя по ? ‚ инфе 

х=а (1- ов у), у'= ав1пр 

х = а=1тф, у’= асоз у 

и слЗдовательно 

ХИ у’ = аа ваш"; ху" - ху!" = рай вле 

Вставляя в форнулн.(15) параграфа 13-го, полузаемь: 

{ дай ваа А а = в ее = 2 ф-э1 ф)- авйаф. ИРИ а ( ра з18 р) 

4а* в = 2(1-зози )+а(1- ва (1+ Л 2 (1 зов + а (1 сову). О: а (-1 +в0 $). 

Поеобразуеиь систену коордизать, сохраняя направлене осей, 

но принимая за вачало точку (Та, ‘-22). Обозначая. черезь 

8. 7 координаты точки эволЕетн относительно новой системы, 

= & + Фа, = й 

Аза =а(у-7 + ть) 

= +1а=а (1+0) (11) 

Еведемъ новый параметрь 9, полагая 

имфехз: 

откуда 

$ Я 3, и слздовательно. = +9; 

тогда уравнен1я (11) ПрЕНЕНВЮТЬ” ВИД 

4- те =. 7 а “- 2475) (12) 

я теперь очевидниме, что эволкта цикло- 

циклоида, пратонь равная первоначальной. 

Обредаясь ль форкуламь, связивазцииь координатя М, 8 и 4’, 

золют2 циклоййиы получеется передвижений 
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данной циклоидн на отрёзокъ Я г вправо (въ стороу полояи- 

тельнихь значен!й Х) в н2 озрёзокь 2а внизь ( въ сторову 

отрицательныхь значенлй У); пои этомъ слздуеть инфть въ 

виду, что За есть д1аметрь образуюнаго круга, а Ла рав- 

нязтоя половин» разотояная изяду двумя сменными точками 

заострен1я циклоидн. 

Такинъ образомь эволюта циклойдн расположена под. 

данной циклоидой, притомъ такъ, что точки заострентяея л6- 

хать подъ верлинани данной циклоиды; обратно, вершини 3во- 

люты ссвпедаютъ съ точками заостренля ЦИКЛОНА (ск. 

черт.5?). Если ив въ точк® О оволюти вать 0'А 

т конедъь ея А опи- 

18. КРИВИЗВА КРИВОЙ РЬ 

ПОДЛЯРНЯХТ КООРДЯЧАТАХТ, 
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въ Декартовымъ координатанк, имен: 

“= что у = ор еф (2) 

р -тееу = Ир) у 
Равенства (2} нозно разсматривать какъ уревненая денной кри- 

вой, такъ какъ они опредёляютъ Хи въ функцаи произвольчего 

параметра р ‚ Таким образом, для вычисленя радфуса кривяв- 

Ни © мы можемь непосредственно воспользоваться формулой (11) 

` параграфа 14-го, полагая въ частности паранетрь + равняиъ ? 

Выполняя дифференцирован]я по ф., ивент: 

х' = кз ф + г'о0в 9; ту’ = гсоз у + в'що 

х”= -2005 у -Вт' Зв р +г"со5 7: у” = Рау +2! соврфк" ар 

и слфдовазельно 

ху = 2 (аш $05* ф Нет" (ау +05" у = кф в" 

жму“ -х”у! = к(-ти .у’-сови «хе (совр у-ва фк”) 

и х [е(еза“е 405" у )}-г (во *% +005 "„ 1 Чу". 2! Сани +08") 

кф 25!” - уг. 

Вотавляя въ формулу для радтуса кривизны, получаень 

бек в 
°- Тен ИЕ" ы 

Нли, вводя вуЗсто сокращенянхь обозначен1й полния 

Иса Змы й 
С 

Для опредфленая эволюты можемъ воспользоваться обвиии 

формулами, предполагая, что кривая опредфлязтся двумя урав- 

венфяни (2). 
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ПРИМВРЬ. Разовотримь логариеническую спираль, опредё- 

ляеную уравнентемь У хз а. 
Дифференцируя по ., имфень 

бр ыУ 
ма ще“” = к, = Кое“ = К*г. 
Я ду: 

Вотевляя въ форнулу (4), получаемь радлусъ кривизин 
Е 

Зы 2: 1 Форли ^ ЧЕХ сз У. 
Пусть К есть пентрь кривизны въ точЕё И логариениче- 

ской спирали (черт.60). Эволюта лорариенической спирали 

есть геометрическое ифото 

точекъ №, и легко усзотрётв, 

чт0 это геометрическое’ нёото 

есть логариемическая спираль, 

равная данной. Въ саномъ дё- 

— дё, пре неремценаи точки М 

Черт. 50. по данной снирели (черт. 60), 

треугольникь ОМ вращается, оставаясь 686% подобным, такъ 

какъ сторона ИМ въ немъ изиёняется проноризонально ОМ, а 

уголь при М имфетъ постоянную величину., дополняя до прямо- 

го угла уголь радлуса-вектора съ касательной, которий для 

логериомической спирали иуфеть постоянную величину. Такимь 

образом, рад1тусъ-векторь ОМ точки т изифвяетоя пропоридо- 

`нально рад1усу-вектору г точки # и образуеть съ ним по- 

стоявный уголь. Отсюда мн заключеемь, что реонетрическое 

хвсто точки К эсть кривая, подобная даняой логариенической 
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спирали относительно центра подобля 0, притом поветвутая 

2 нЪаоторый уголь относительно данной спирали. Но кривая, 

подобная Е Яи, воть тоже логареониче- 

я отличается лишь полонен1екь на илоскости 

©2Ф данной спирали; олёаовательно эволкте логариенической 

спирали есть логариеническая спираль, равная данной 

17. ОРЯВАЕНАЯ СЕНЕЯСТВА КРЕВБХЬ, 

10 камь дано уравкене 

Яр 2) -о (1) 
ЕЪ Лекартовыхь координатахъ, ее произвольный нера- 

зто даннего значен1я $ уравнён1е (1) оп- 

которую кривую; при ен1и % получаекъ 53- 

числеяное множество кривихъ, образуюлихь такь називаегое 

сонействоо вривихь; апритовъ в® данномъ случай их 

„3Во Еравыхь, вавибяшее 01% одного парана- 

тра. Разонотринь дез кривыя секейства, соотвфтотвуюя 

значентянь паранетра: $ и ФТ Аь. Первая изъ них опре- 

дёляется уравнен1емь (1), вторая - уревненемъ 

67 я _ (2 илрО (2) 

вихь опред 

Я у, Е) =0 

ИВА (3) 
АЁ 
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въ Которой второе уравнея1е получено ̀  вычитан1ень уравненя 

(1) изъ уравнен1я (2) и дзлон1енъ результата на ДЪ, Пред- 

положины, 970 прирацен1е ДА % параметра уженьлается (по аб- 

солютной величин), стремясь къ нулю; въ таком случай’ вто- 

рая изъ разснатриваемыхь кривнхь пребдижаетоя къ первой, со- 

ввадая съ ней въ предфлё; точки пересфчен1я первой кривой 

во второй при этомь перемфдаются по первой кривой съ изёф- 

зенаемь А В; воли функ Е (х,у,5) допуокаеть честную 

производную по %, то для Аф=О0 ин получаемь вполнё опре- 

дфленное предёльное полохен1е упохянутнхь лочекь пересёче- 

н1я. Въ саионь дёлф, предполагая А безконечно-налинф и 

переходя къ предёлу для ДЬ=О, ин получаекь при одёланнонмь 

нами допущенти 

На Р(ку 6 РАВ) -И(х,у, 6) Яну.) 

” Аз 9% 

и сафдовательно систена (3} въ предблё обращается въ си- 

стему слёдуюнихь двухъ уравнен1й: 

С Е) -0 
4 ДЕ, 

2 

РЬная‘ихь относительно Х,у, полузимь одну или нФохолько ви- 

стенъ значен1й этихь перемфннихе, т.е. найдемь одну или н8- 

сколько точекъ, ‘лежащихь на кривой 

В (х,у,5} = 0; 

точки эти представляют» изъ сэбя предёльное положен1е точекъ 

пересёченая данной кривой съ безконечно-близкой кривой .0е- 

мейства, и потому ихь иногда називаютъ предфльны- 
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уи точками кривой семейства, На каждой изъ. кривыхъ 

сенейства, соотафтотвуюцихь различнимь значендямъ параметра 

%, лежать свов предфльныя точки; геометрическое нфото этихъ 

точекъ зоть нфкоторая линзя, которая называется ориба- 

юцей семейства. Координаты точекъ огибающей опредзляят- 

ся уравнен1ями (4), при чемъ & уже не иметь какоро-нибудь 

одного опредфленваго значен1я, а остается произвольным. Р$- 

пая уравненая (4) относительно Х н У, получаемь 

и-9@), у-р@) ; (5) 

Ээ2и два равенотва зоруть быть разскатреваеми какъ уравненая 

огибающей, при чемь $ есть произвольный паранетрь. Ионлячая 

+, получаемъ уравиензе 

9 (2% х)=0 (8) 
сгибающей въ Декартовихь координатахъ, Къ тому же уревнен1ю 

придемь, исключая + непосредотвенно изъ двухъ уравнен1Я он- 

стемы (4). 

Докащемь, что огнбаюцая касазтося 

каждой изъ кривахь сене йства въ 

ея предёльнихь точках». 

Разомотрнмь одну изъ кривыхь семейства; она опредзля- 

‘этся уравнентень (1}, зъ которомь параметру % дано изкоторое 

опредфлениое зиачен1е, Орабаюцая опредфляется двумя уравне- 

нлями (5) или равносильной системой (4), при чемъ предёльиня 

точки, лежащ1я ва данной кривой семейства, получаются при 

подотанови$ вибото $ того самего значеня, которое соотвфт- 

ствуеть данной крявой. Такъ какъ предфльная точки кривой ве- 
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вейотва суть оби]я точки этой кривой и огибающей, то для да- 

кавательства нашего полозен1я достаточно показатв, 970 въ 

каздой нзъ этихь точекъ касательныя къ кривой сенейстка и 

къ огибаювей имфють одно и то же нанравленйе (въ такомъ слу- 

ча} 06% касательныя необходимо совпадаютьъ). Тангеноь угла, 

объазуемаго первой изъ этихь касательныхь съ ось #, ревень 

производной 1, получаемой дифференцированаеиь уравнензя 

Кривой семейства по Х. Итакъ, диффереицируенъ уравнезе (1) 

по Х, при ченъ & даем соотв тствующее постоянное значен1е, 

Въ результат инфемъ 

Я 5 2 + 7 0 
откуда 27 (7) 

Рангеноь угла образованиато съ осью Х кабательной къ оги- 
/ 

ы х 

иы проЕзводния по параметру % виражеи1 х в у, опредёляе- 

бающей, завенъ отнонен1ю =, , гдз через» х'и у °обозначе- 

чыхь уравнентный (5) орибающей. Вибото ‘того, чтобы диффе- 

реннировать уравнен1я (5), можемь дифференцировать по % 

равносильную систему (4), предполагая, ‘что х и у суть ‘не- 

явняя функоти $, опрелёляемыя этой системой. Дифферониируя 

пёрвое изъ уравневая (4), получаем: 

9, 2 - ЗЕ 
. + ++. = 0 

эх х 3у у 9% - 

или 
Е ЗЕ ту = 
9х“ эу ы . 
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такь какъ послздн1й членъ исчезаеть въ силу второго изъ 

о най (4), Рзъ полученнаго намн соотнонен1я находанъ й 

омъ (7), ВидЕИЪ, ЧТО 

азузинхь съ оськ Х. касательной къ Екри- 

Зательной КФ ОГИбЕ соверженно  одя- 

кос- ТЬ х,у ТОЧКЕ 

золи возьмемь предёлЕ- 

БуБ Точку ривСа ВиЁСт8 съ тТМЪ 

точка огибавией, тс кз форкудахь (7) и (8) венъ придется 

} 36 зказея я, у, %, # следовательно бу- 

т,е, другвыи словами - положея1е наше доказано, 

ны видинь такинь образом: что огибаюжеля касается 

во$хъ кривыхь семейства; она дакъ бы огибаеть во 

эти кривыя (сы. черт.51). По этой причин е@ и нЕзаваоть 

ства иногда называют огиб =- ы Н огибаюней 

Разомотримь  нё- 
Черт, 51, 

околькс примёровь на оп- 

редёлен1е огибающей, 

ПРЯУЗРЬ ТГ. Вейти 

огнбаяцую семейства кру- 

товь: (к-5 “+В = 0. 



СостсктЕ, очевид- 

на, изъ кругов 

Туса В, имзи- 

УЪ ЦОНТры на 

оси Х (си. черт.62), Для опредфлезая огибающей присоеданя- 

емъ къ даннову уравнен1ю уравнен1е -2(*-) = 0, получае- 

ьое дифферендирован1емь по в, и исклячевиь из? двухь урав- 

нен1й парамзтоь &, Из второрс ур 

зателькс первоз дёзть нанъ 

откуда с 
у = ЕВ. 

Огибазная состоитъ, такимь образонь, изъ пери 

си Х в ототоящихь отЪ вея на рад1фусъ Е, 

ао очеридЕо, что воз 

ЭТИХЪ ДЕУХЪ ПрЯМЫХЪ. 

ПРИУЗРЬ 1. Найтк огибающую касазтельныхь кривой, оп- 

ду). ура) 
уравкен1о касательной въ ТОЧКЁ данеой крирой и 

4-4 Ш 

Сум (10) 

гд.ДУ- текун]я координаты, ах ян у- коордекаРы зочна 

ирикосновен1я; такимь образоме, выото хи у зы доляны 

вставить ихъ выражен1я м (%), у ($) изъ уравненфя дан- 
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Ой кривой. Мняя параметрь %, получаемъ цёлое сенейство 

прамыхь лин1И - касателюныхь нъ различинхь точкахь данной 

Кривой. Для опредфлен1я огибающей дифференцируемь уравне- 

н1е (10) по параметру %, входящему вь х, у, х', у'; полу- 

чаень 

урну 
или ск -у”= Ги) | (11) 

Разоматривея уравненля (10) к (11) какъ два линей- 

Ныхь однородныхь уравненая относительно неизвЗотнихь Х-х, 

7-х, заключаень, Что изъ этихь уравиенфи олфдуеть яли ра- 

венство вулю детерминанта НИ р 
ху -хУ,, 

или исчезновен1е неизвфетнихь Х-х, У-у. Первое предположе- 

818 отпадаеть, такъ какь оно выполияетея лишь для  отдфаЕ- 

нихъ точейъ данной кривой, а именно для точекь перегиба; 

итакъ получаемь 

3х =0, У-у = 0, 

или, прининая во вниман1е уравнения (9): 

Со 

«= #@), «= #@) {12) 

Подученния нами уравнентя (12) опредёляють огибающую; ни 

видиНь, 910 она совпадаеть съ данной кривой. Итакъ, воякая 

кривая есть огРибахщая сенейотва своихъ касательныхь, чта, 

вирочемк, очевидно и непосредотвевно. 

ПРИМЗРЪ 111. Опредфлить огибаювую семейства норна- 

`дей данной кривой, 

Пусть кризая опредфляетоя уравненйянв 

=), =} @) — (8) 
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Уравнен1е нормали въ произвольной точкё кривой иифеть видъ 

(д и =9 (14) 
тд и 8 слфдуеть замфнить ихь выразевяни въ функн1и изъ 

усавнев1й (13). Изибняя параметрь %, получаемь сенейство 

пряныхь - нормалей данной кривой. Для опредёлек1я огибаю- 

кой семейства присоединяемь къ уравнен1ю (14) уфавненте 

се ууу о (5) 
получаемое дифференцировантемь педылунаго по параметру. 

Р5шая уравненая (14) и`(15) откосительно» «И получень 

уравязнля огибающей. Но легко уснотрёть, что уравнен1я(14) 

й (1Е) получаются изъ уравнений (4) в (5) параграфа 13-го 

простой  замёной д в 1 черезь. и Я» значен1я %, па- 

раизтра черезъ $; слЗдовательно, огвбающая но лей ссть 

геометрическое ифсто центровъ кривизви, т.е. эволю та 

данной кривой. Отсюда непосредственно слздуетъ, что варыа- 

ди конвой насаются эволюты. Точка прикосновен1я норнали къ 

эволютё, т.е. пентръ кривизны, есть предфльная точка норыа: 

ли; слфдовательно зонно сказать, что иентръ кривизня есть 

предфльное положенйе точки пересфчен1я пормалн, проведенно 

въ ДАЕНОЙ ТОЧк*, съ норналью, проведенной въ безкокечно- 

близкой точк$ кривой. Короче ̀- говорят, что центрь кри- 

знзны есть точка пересёчен1я двухь безконечно-близкихь нор 

малей. 

Возвранаясь къ общей теор1и, замфтиме, что семейство 

кривыхь, зависящее отъ одного паранетра, не всегда инфотъ 

огибаюную. Въ самомь дфлё, можеть нанринфрь оказаться, что 
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при опредфленли и и 4 и3% скоты {4) параметрь $ совермея- 

но исключается, такъ что кн 59 получаень выражен Уи Н 

вида (5), а полузаенъ одну иле нзоколько систенъ совершенно 

опредфленныхь численнихь значенай %,у 7.6. В1$0т0 лии - 

огибающей - получаемь одну или звоколько ОтдВлЬьнЫхь точек, 

Тэкое обстоятельство ныфеть всегда мвсяс, если уревнен1е(1) 

земзяства кривихь линейно отзосительно параметра %,т.8.ин&- 

в, у)+г. Иер) -0 (16) 

еречпируя это уравнев1е по +, получаень 

о систеха (4) въ дань $ случай даетъ 

96 сл у)-е, вск у)=0 (17) 
вая (17) опредёляють одну или нфоколько ^ системь 

значенай \, 1 - коордивать точекь перзо$чен1я двухь кривыхъ 

И-о „ 0. очевидно, черезь эти ТОЗЕИ ПрОЖОдЯТЬ й ВОЗ 

кривыя даннаго семейства, которое такинъ образонь предота- 

вляетъ изъ себя пучок ъ ‘кривыхь, Итакь, пучокъ кри- 

выхъ ие инфеть огибающей; новно оказать, что огибающая пуч- 

ка обра етоя зъ отдёльныя точки - центры пучка. 

Возновни и друг1е случаи, въ которихъ семейство кри- 

вВИхь не имёеть огибающей. Такз, если 80$ кривыя семейства 

имфють особныя точки, 0, при составленаи уравневя огибающей 

общини нраемами, гесиетрическое ыЗото этвхь особыхь точекъ 

входить въ составъ орибазщей, Е ыожель случиться, что мы въ 

результат® только и получим это реометрическое ибото, Зежду 
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зВмъ легко видфтБ, что геометрическое нёото особих% точедъ 

кривыхЪ семейства не есть огибаюдая въ точном» скыслё сло- 

ва. Въ самомъ дёлё, огибающая харектеризуетоя т$иъ, что ка- 

сается всёхь огибаемыхь, а въ данном случав это снойство 

вообще ве имфезь мёста, такф какъ доказательстна, данное 

внше, перестаетъ быть приизнимимь; а именно для особой точ- 

КИ (4,4) кривой сенейства (1) исчезають одновременно произ- 

водния 9. Е 9х д у 

и слёдоБетельно вираженыя (7) # ($), котория водили въ на- 

ши разсужден1я, становятся неопредзленнями. 

ТлавА т. Дис 11-54. 
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РЛАВА М. 
ЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖЖИЖ ЖЖЖЖЖЖИЖЖЖ ЖЕ ЖЕ ЖЖЖЖ 

ТЕОРТЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВИХТ, 

но 

ВВЕДВЯТЬВ. 

Дин1я въ пространств$ опредфляетоя, какъ извёстно 

изъ аналитической геонетрзи, двумя уравнен1яни 

бк у)-0, С #)=0 (1) 

въ Декартовыхь координатахь. Каздое изъ этихь уравнений 

ЕЪ ОТдфЛЬНОСТИ СПредфляеть поверхность, и двз новерхно- 

сти, получаеныя закимъ образом, пересвкатся по данной 

лин1и. Вз частностн иожно провести черезъ данпую лин1ю 

АВФ цилиндрическая поверхности, образуюкая которихь па- 

раллельны соотв$тственно оси 2 и оби 1; въ таком  слу- 

ча8 ликйя опредфляетоя двумя уравнен1яни вида 

ды. о 
Можно получить эти уравнен1я, разрфшая систему (1) от- 

хосительно { и 7. Отсюда между прочимъ заключаенъ, 910 

золи уравнентя (1) ие разрёними относительно 7 и й, то 

данная лин1я не можеть бить опредфлена двумя уравненя- 

ми вида (2). случай этотъ пубеть вбото, если при иСЕЛЮ- 

ченти изъ системи (1) одного’ изъ перемённыхь У,2, само 
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собой искличается и другое, такъ что систена (1) приводит- 

ся къ двумь уравненйямь вида 

Ё (2.у,5) =0, Е(х) =0 

ли КЪ РЕВНОСЕЛЬНОЙ СиОтенй 

И, =) =0, Х = 6008. 

очевидно, Даная Лиля въ этомъ случа есть плоская кривая, 

лежащая Въ ПЛОСКОСТИ = сопзф., параллельной ‘плоскости У2; 

Возножно неконець, опредфлить пространственную линйю треня 

уравкен1ями 

ра), у), = (3) 
виражая координатн Х,у,7 въ функцан произвольнаго паранетре 

$. Исключая & изъ системи (8), придемъ очевидно къ двумъ 

уравнен1ямь между Декартовини координатами вида (1). Систе- 

на (2) представляеть изъ себя, очевндна, частный олучай сн- 

отеки (3) я соотвтствуеть частному предположен1я %=Х; 

дфйотвительно, два уравиеи1я (2) внолнф равноснльны  тремъ 

уравнеиямъ 

ие, у- 8, 2-@) ® 
Ин будемь преннущественно пользоваться третьей формой урав- 

неная простоанственной лнн]н, т.е, буденъ предполаратв, что 

координаты х,у,= точекъ лини выражены въ фувкц1и произ- 

вольнаго параметра $. Занётинь еще, что во вбень послфдую- 

цемь мн будень предиолагаты, что сиотека координать х,у,в 

прямоугольная, подобно чому какъ мы это предислагали и въ 

нервой глевё для плоскихь кризыхъ. 
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Для того, чтобы геометрическое кЪето точекъ, опредё- 

дяеное уравненлякк (2), соотвётотвовало нашему обачному 

представленая о д ‚ веобходино налонить нёкоторыя огра 

ничен1я ва функц #@). 70), (8), входяная въ уре- 

вненая (3). Не вдавечоь въ подробности, занфаимь линь сл- 

дующее: функция #®, у, о будемь во всемь 

дальн ашемь предполагать непреризними и д? 

тих нашихъ цалей достаточно допустить приочемь для бли 

суцествован1е и непреривность производнихь этихъь функц1И 

о пронзводачхе третьяго порядка включительно. предполагая 

въ частности функцзи #3, у, я (&) - аналитическими, 

т.е. ограничизаясь аналитическими кривими, иснемь ФунЕдли 

р, ус), х (2) раздовить въ ряды Тэйдора въ области 

произрольнаро зиаченя № параметра &, за иоключентечь ливь, 

моеть быть, нфкоторихъ особнхъ зкаченфи, которыя мч въ даль- 

явйшемь совофмъ не будешь разоматризать. Итакк, будем имёть 

та (-в а (в-аь. 

ОО СЛОНЫ (5 
х-я 6-6) 4 (8-6) 

воли х,., у, 8, СУТЬ координаты точка кривой, соотвётотвую- 

цей значенлю параметре &= \,. 

вс$хь 12 оли НООА къ кривой, достаточно 

близкихь къ точке (х., у, #, ), получаютоя изъ одной 

сиотены разложенай вида (5) несли три коэффицтента а, Ъ,, 

с, одновременно не разин нули, т.е. разлоненая (5). водер- 
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халь члены 1-го порядка, то точка (х,, у,, и.) называется 

ОбзЕНСВеЗННО тоЧЕОй, въ протизномъ случае - 

особой. ЧТажь какъ коэф 

отвёфаственно значен1яыь произ нхь х, уиа по % для 

4-%, то для обнкновенноЕ точки аналитич. кривой по край- 

ней м$рф одна изъ трехь произродныхь 
2 

ЗУ 
4% ' 

должна быть отлична Ни будемъ во всемъ дальнёй- 

пемъ для дэбой кривой  разоматривать только 18 точки, для 

которыхь зто требоваке выполняется. 

1. ДЛИНА ЕРИБОЙ; ЛИФСЕРЕНЦТАЛЪ 

ДУГИ. 

Алиной дуги пространственной кривой будемь називать 

тоть предбль, къ которому стремится длина впязавной въ эту 

дугу ломаной, въ томь предположеная, что число звеньевь ла- 

накой возрастаеть до безконечности, а данна каждаго звена, 

безграничие уб . Онредёлев1е, поставленное нами, явля- 

этся пранинь сбобщентень соотвфтотвующаго опредёлен]я ‘для 

ПЛОЗкОЁ КРАВОЙ, и ВЫКладки, Которяя намъ придется пронзве- 
* 

сти дяя доказачельства зуществован1я вышеупонянутаго пре- 

дзла, вполнз аналогичны соотвётотвующимъ викладкамь 

плоской кразсй. 

Допуст 

ы-к®, уз, Е и) 

3, ЧТо кривая опредзляется трекя уравзеняни 



ий разсмотримь на ней дв точки: точку у, ‚ бсоотвфтотвующую 

я значеню параметра & = в, (см. ч9рт.1), и точку М, соот- 

вётотвуюцую начен в % = Т. Предполовимь, что при нзнзне- 

я1и параметра $ отъ + доТ*) точка (ку а) деремфкает- 

ся 10 кривой оть М, до М, не изняя направленя  движен1я; 

замфтимь, что это 

‘требоване всегда 

выполняется, если 

зочки М, им вая 

зы достаточно 

близко одка отъ 

другой.Дадимъ па- 

рамезру % рядъ 

зваченай 1, %, 

фл... бу За- 

Черт.1. хлкчарщихеся неяду 

\У и Т, Этимь значенянь соотвфяствуеть рядъ точекъ Ц `,М,, 

м ре . заключающихся между И, и М. Для овныетр1и бу- 

‘демь обозначать Т черезъ 1, и точку М черезь И,. Соединяя 

послёдовательно № си, 5 м, ий такъ далфе, наконеш 

| „.. 6% М,, получаем вписанную въ дугу М.М ломаную,` длиЕ) 

которой обозначимь черезъ [. Называя ‘координаты точки #; 

*) Аля опредюленвости будемъ предполазать Т 7 3. - 
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ме "#8, #2), АЖ СЬ) (2) 

По извфсзной формул аналитической геометр1н, длина звена 

ломаной М, М,,, выражается олздующимь образохь: 

—_ В . ` В 
ЩИ У (ки) Е (у, УЕ (ив), 

Отсюда заключаемь, 420’ длина всей лонавой 

фен ы 

ХИ» илагеу (8) 

Вь силу равенотвь (2). 

ых, =) - Фр) 
или, по теорем о конечкомь приращен1и ‘фуйкц1и 

т, = (Вы 76, #(;) (4) 

гд8 ©, есть нёкоторое ореднее зкачен1е параметра, т.е. 

в = ба, 

Аналогично получаемь 

Ной =(- в) $9.) (5) 

ты) АСЯ) (8) 
= в = —. = 
659,2, и Б- Я = т 

СД баны р 
| Я:>_ ие) к) .(..-&) (7) 

Гд$ 

Полагая 

Уреу-утееО И) в) 
инбень: | 

ее. -руи, еи-ые ® 



- 188 - 

Вудень увеличивать числе промежуточнихь значенй параметра 

такъ, чтобы разность кажднхь двухь смежнихь значен1й и 

стренилась хъ нулю. Прн этомъ увеличнвается число звеньев 

ломаной лннан и длина каждаго звена стремится 5% нулю, какъ 

эзс явотвуеть изъ выраженя длини ММ, В ... даниаго вние.До- 

кажемъ, что при Этонъ сумма 

2..8 (10) 
стренится къ иулю. Для этого 2%вую часть ревенотве (=) 

умновинъ и раздёлимъ на сухну Еходящихь въ Беро кзадрет- 

нихъ корней; въ результат получимъ: 

ЖЕЛАНИЕ МЕРА 

ИССА ОНАСУДО) 
ЗП) р. ни {8,)- (Е ИУ) 
Нез + О о аы 

+[х 0) -х@; )). аи › (11) 

гдз для сокраценя полонено: 

сво ув в д") = в 

бей Убей ела: 
Водкоренное выражен1е въ радикал? В, кахф сумма трехъ квад- 

и 5: 

у 5 

ратовъ, болёе кандаго изъ квадратов, и слёдорательно 

уу ку к") 9) 
е причин 

УХ то Ут РС, ) у [уг | 



, - ее ® ' 

# слёдовательво - 

ИАС) |< ух") +76: Уре и 

ИЛИ 

рт 
В+ в' 

Акалогично убфждаенся, что и остальныя двЗ дроби 

ие У) ДО Ех) 
В+ В' , ВЕБ! , 

входящая въ вираженте (11), по абоолютной величикй менёе 

эдиницы, а отсюда слёдузть, что абоолктная величина ; м- 

яфе.сумин абсолитняхь величинь трехъ разностей, котория 

входять нножителяхи при упонянутихь дробяхь, т.е. 

“а Кис -| Казус к-ии (12) 

Мы предполегаемъ, что производния 70%, 7), д‘) 

+ 

суть функцаи нопреривныя; слбдовательно (ср. рл.1, $ 1) 

мы всегда ножемь, вводя достаточное число пронезуточнихь 

значенай &,, 1, 6..... №, ‚ Разбить промежутокъ отъ +, 

до Т ва столь малие частняз» прог тк, В, %, 

чтобы имфли изото неравенства 

и) У) |< 
#9) - УС) [4+ (13) 

к | 
сопоставляя неравенства (12). и (12), получазнъ: 

гд8 ё зАанНное, сколь угодко калое число, 
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Ис -е 
а олЗдовательно, возвращаясь къ сумм (10), имен: 

>. (е..-6)в |= ы инь, в |< 
< > (и,-в Е ЕЕ(Е-Ь ЕЕ, ... 7-6. )- 8) (14) 

2-2 

Неравенство (14) показываеть, что, увеличивая число про- 

межуточныхь значенай %,, фе бы» можно одфлать 

сумну (10) сколь угодно малов по абсолютной величин, такъ 

какь @ находнтоя въ нашем произвол, а разность т - $, 

иыфеть опредзленное конечное зиачен1е, Такниъ образозъ, 

переходя къ предёлу, въ предволокени, что число промежу- 

зочныхь значенй возрастаеть до безконечности, а разности 

каждихь двухъ снежвыхь значенай стремятся къ нулю, иифемь: 

2 Зе. -в) 6, =0 (15) 
10 

В® тонъ хе самомь предполоненфи первый членъ втброй части 

равенства (9) стремится къ опредфленному предфлу, не за- 

висяцему оть закона, по которому вводемь променуточния 

значенйя, и предёль этотъ есть не что нное какъ опредвлен- 

ный интограль (ср. гд.1, 81) 

Г ух" (6+ у (+) в.а, 

Такимь воразонь ны доказали, что длина, ь внисанной лона- 

ной стренитоя къ опредфленному предёлу, который и прини- 
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хаенъ за мфру длины дуги М,М. Обозначая эту длину черезъ 5, 

инфенъ: 

де би о уу (ит) 

& 

Предполонинь, что начало дуги М, остается нензизн- 

нымь, а конець ея М перемфщается по данной кривой.Еъ та- 

комъ случаф $, остается постоянным, а Т изыфняется, и мы 

для удобства будемъ ‘значенле параметра, соотвзтствуюцаго 

концу дуги М, обозначать уже не черезъ 1, а черезь +. При` 

нзифнен1и % изыёняется и длина 5 дури М.М; такимь образом 

з есть вкоторая функиая ($) значеная паранетра $, с007- 

ввтетвующаго концу дуги, в производная этой фунекнАи во % 

опредёляется равеиствонь: 

Въ силу уравненай (1) кривой имзенъ: 

. _ ах у ` 
1 == х! (6) =- тв 1 (&}= = 4% () д“ уе ту’, ке 2', 

& слёдовательно равенство (17) коненъ предоставить въ слёду- 

уу» ры ^ (18) 

ужновая 0б$ части на 4+, получаенъ дифференийаль дуги кри- 

увемъ видё: 

ВОЙ: ду". ма (19) 
Равенотва (18) й (19) содержать квадратний радикаль, передъ 

которимъ. возможно подразумёвать  знакъ + или -, Выборъ того 



ЛЕ другого изъ ЭЪИХЪ ЗБоковъ оссевбтотвуеть выбору па- 

лонительнаго ваправлед1я для оточета дугъ на денной кри- 

вой. Вудемъ подразу заломь знакъ +, со- 

глеско съ тфыъ, кекъ иснамади эгсть радикаль во вобхъ 

проднествуюихь викледкахь. Бъ текомъ олуча$ изъ равен- 

ства (19) слёдуеть, что знакъ аз совпадаеть 3с зазкомь 49% 

и потоку з возраотаеть оъ возрастан1ень. %. Отсюда явотву- 

етъ, что мы выбрали за положительное ваправлен1е отсчета 

АУГЪ т0 направлен1е иа кривой, которое соотв$тетвуетъ 

возрастаню параметра &. Предполагая въ часл- 

НОСТИ & = х, т.е. опредфляя кривую двумя уравненяии 

9-е, в) 
получаехъ изъ равенотва (21): 

+ га 5 
4 = 1+) (т) ам ,(21.) 

боли пероль редикеломь подразуюзваень звакъ +, то за ноло- 

жрлельное неправлен1е ва кривой принимаем направленте двЁ- 

кен1я точке, проекцая которой на ось Х двинетон зъ оторону 

возрастаюкихь Х-СЕТ.. 

Возводя 0бй части равенства (12) в: квадратъ и заи}- 

яя посизведеня производныхь х', у, в! не дифференнзаль 

4% дефференцлалами 4х, ду, я, имзенъ: 

ар тие" (22) 

извлекая изъ двухь застей корень квадратний, получазиь 

= Илеанай т (28) 
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пре чемь однако виборъ того или иного знаке пзоедъ радика- 

ломь здВоь не иожетъ бить виполнень подобно току, какъ ый 

это одфлали для равенства (19). 

Алина дури МУ = в есть ибкоторая функц1а зкаченя 

паранетра %, соотвфтствующаго точЕ$ М, какъ объ этовь бн- 

ло упомянуто выше, Такинь образонь имфенъ: 

9-56) (24) 

Рёиая это равенство откосительно %, получаень 

#= # } (25) 
и олвдовательно, внося это виражен1е вф уравненая (1), 

5-96), $=УС). 2-Ж@) (26) 
Такимъ образомъ координаты произвольной точки М на данной 

кривой впранаются въ функцёи дуги # М, отсчитиваеной отъ 

нфкоторой опредфлеЕной точкн И,, принятой за начало дуг, 

Равенотва (26) предоставлять изъ себя частный случай урав- 

нен1й (1); они получаются, если произвольный паранетрь % 

равень въ честности дуг® в, Итекъ, модень разоматривать ра- 

веиства (28) какъ уравневая кривой, ‘при чемь дуга в игра- 

62 роль произвольнаго параметра. Обозначая акцентами диф- 

ференцированае по в, ‘получаемь изъ общейсфорнулы (18) 

: от $. 2"°., 

откуда 
уе (27) 

а 2, икзень 

5роыз ; 5ромё того: (28) 
бл“ ту" 1“ -0 
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Равенотва (27) п (28) инфить нфото только въ томь случа, 

если паранетрь 1 = в. 

Предидун1я разсужден1я становятся непринбнимини, ес- 

ли функция 3(%), входящая въ равенство (24), обрадается въ 

постоянное. Въ такомь случа$ проазводная = дольа зокде- 

ственио равкяться нулю, откуда, въ силу равенства. (18), 

‚слфдуеть, чтс во вофхь точкаху, кривой должко имёть мфото 

равенство 
о - (29) 

или, по унножен1и на 95”: 

д“ ау“ "+0 (30) 

ВОЗНОЖНя ЛИШЬ мнимыя ливти, удовлетворяющая усло- 

в1в (29) или (30); их називатъ нининальныни 

линзяки. Обращаясь къ форнулф (16), легко усмотримь, что 

длина дури минивальнсй лин1н тоздественно равна кули, накъ 

бя мы ни выбирали начало и, и конець и дури. 

Ро всенъ дальнфйшемь мы будемь всегда устранять изъ 

разомотрён1я нининальния кривия; это тёмъ болфе естествен- 

на, что мн вообще будемь изучать лишь дфиствительныя кривия, 

а минимальныя лини, какь ин Видели, необходино‘- ининыя.При 

таком ограниченци мн всегда нонемъ предполагать, зто дуга 

Еривой вябрана за произвольний параметр» н что слфдователь- 

ио кривая опредфляется треия уравнен1ями. вида (28), при чемъ 

выполияются соотновеная (27) и (28). 
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2. ПРЕДЗЛФ ОТНОШЕРЕТЯ ДУГИ КЪ ХОРД® 

Разомотримь на кривой дв точки № и (черт.2) и сое- 

дивимь нхъ нрямой линзей ИМ. Отисшен1е дуги кривой и КЪ 

хорд м будеть изифняться, воли точка М будеть перенфцать- 

ся по данной кривой. Предположим, что точка И неограничен- 

но приближается къ ы, с0- 

впадая съ нею въ предёлз, 

Я докажень зеорену: 

Предфль от 

вошея1я дуги 

къ хорд$ равен 

единиц $. 

Черт.2. 
Предположина, что дан- 

ная крнвая опредзляется уравнен1ями: 

4-9), 4-5). #- @) (10 
и пусть точка М соотвфтотвуетъ значен1ю параметра %, а тсч- 

ка № - значеню $} Ль. Координаты точки М обозначимь ч5- 

резъ х,у,ш, коордиваты точки \`- черезь хЁДх, УТ ЛУ, 

2+ Аа. Длину дуги И, оточитиваеной оть начала дугь д, 

обозначихъ черезь $, длину дуги АН - черезь + Дз; въ та- 

ОМ случа дуга м равна Ав. Длина хорды М}, какъ разсто- 

ян1е между точкаии М в №, по фориулв аналитической геохетруи 

равна \/ Ак Ду + ДА =", 

и слёдовательно отношен1е дупи къ хорд8 
У 

. Да _ 
т _ ЖЕ ЛЕ Аа" 
Е = 



или, по раздфлен1и числителя и знаменателя на Ду 

мя 45 
РИН = - _ ПАЁ. (2) 

РА [ау АЕ 
Замёчая, зто Дх, ДУ,. А. суть приранензя функцай х,у, 

2,3, СООТВётТОтТвуюи1я приращеню ДЛ ф незавиоимаго переми- 

ваго, и переходя къ предфлу для Л -=0, получаемъ: 

*/ 26 

М” _ Е (8) 

47 Урна 
Но производная дуги $ по пераметру %, на основа и фориули 

{18) параграфа 1-го, рава радикалу, находященуея“вь знене- 

нателз; с довазельно _ 

р = - 7 (4) 

Ф.е. теорема наша м пана, Очезндно предфлъ обратнаро от- 

нопен1я тоже равенъ единица, т.е. 

р 2 1 (8) 
Теорека, ая нами, справедлива, конечна, мехду. 

прочимь и для плоснихь кривихь, котория представляют лишь 

частный случай простренотвекнихь кривихъ; 

3. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЕЯМАЯ, 

КАСАТЕЛЬННЫЯ ПЛОСКОСТИ. 

предполагая, что кривая опредёляетея уравнен1ями 

разоь 
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метра $, и точку №, соотаётотвуюрую значеню + Лф. 060- 

значая соотвзтетвенно черезъ ря и + Дх, УРДу, 

2+ Ав координали этихь точек, пишенъ уривнен1я офкуцей 

ИК въ видз 

к --2 ис 2 (2) 
ди А2 _ 

хакъ уравненая пряной, проходякей чэрезь двф точки. Пра 

Этомъ черезь. Ч обозвачаемь текун1я коордянатн зочки 

свкущей. РаздВливь 

знаненалели трехъ 

дробей (2) ва Д\, 

получаень 25 зе 

< уравевн1я въ экви- 

ДЕ ДЁ дё 

Предположимъ теперь, что Л ® убиваеть но =боолютной вели- 

чинв, стрекясь къ нулю Переходя къ предфлу для Л % =0, по- 

лучаемъ изъ уравненай {3) 

ль (4. Ту У 

74$: черезъ т," обозвачены, какъ всегда, производьн 

ут опредфляенихь уравнентяни (1), по параметру %. Урён- 

неи1я-(4) суть уравкен1я вполнф опредфленной прямой, назива- 

емо касательной ‘въ точкЁ. И данной кривой; 1оч- 

ха И называется точкой`прикосковентя. По 

саному способу полученая уравненай (4) видно, что касатеяь 

ГЛАВА’ РГ. . листе 1Р-ьй. 
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ная ножеть быть разснатриваеха какъ предёльное положенае о&- 

‘куцей, получаемое при неограниченнохмь приближен1и второй 

Точки пересзченля \ кь первой точкё М (черт.з). Задёт инь, что 

уравненая (4) перестаять быть уравненаями опредёленной. пря- 

мой, если въ точЕз-М одновременно исчезають три производнихь 

т, у', $', во подобный случай не ножеть имфть мфста для 

обыкновенной точки кривой (см. введен1е). 

Обозначимъ косинусы угловъ, образуенныхь касательной съ 

осямк координат, черезъ я, 1 , #. Вь такомь случа8 изъ 

уравненай (4) имземь 

«иг (5) 

Я р 

пулу °/ у "Гут 
такъ какъ сунма кзадретовъ трехъ косикусовъ д чл ву’ 

должна равняться единнц, Выраженая (6) содернать квадратний 

корень, передь козормнь можно подразуийвать знакь + или - 

Виборь того или ‘ ДругОРО изъ этихъ знаковъ соотвфаствуеть 

установлен1ю полонителькаго направлей1я на касательной, что 

очевидно ножеть бить одфлано двумя различными способами. Ву- 

день всегда .нодразумёвать передъь радикаломъ у ХОДУ 21" 

знакъ Е, подобио тому, какъ это было установлено въ 5 1. Въ 

таконь случа® за полонительное направлен1е на касательной ни 

выбираемь то направлен1е, которое совпадаеть съ полонитель- 

иныъ направленемь кривой въ смежности съ точкой прикоснове- 

и1я. Ръ саномъ дёлф, косинуси я. , 7 суть, очевидно, пре- 



дЗаы, кф которынъ стремятся вырахеня 

АХ, ду А 
АЕ 

ЗЕЕ” ЕТ УЕ” 
для Дея 0, Съ другой стороны, обращаясь къ уравненямь 

(2) озкущей, видинь, что косинусны угловъ, образуеныхь этой 

лин1ей съ осями, равня 

ди ау , д (8) 
+ Ахун Уле-дуьдх Уле-дучах 
Прнтомъ знаки этикъ трехь косннусовъ совпадаютъ со знаками 

приращенй Лх, Лу, Д =, котория суть проекнаи отрёз- 

а Ш\ (черт.3) на оси коордииать, н слёдовательно за поло- 

вительное направлена: сфкушей ки счнтаемь направлен1е отъ 

& &ъ М. Выраженя (7) к (8) совнадають по абоолютной вели- 

чинф; они совнадають и по знаку, если прирацене А по- 

„лонительнс, 1.е. еслн точка №, по отновшеню къ точка М, ле- 

изъ въ сторону возрастаная параметра 2; наобороть, знаки 

виражеи1й (8) противоположны знакам вираженай (7), если 

точка № ленить по отношен1ю къ `точкВ М въ сторону Убяван1я 

4. Отоюда слёдуеть, что виражеиля (7} суть кооннуси углов, 

образуемыхь съ осяни координать 7т$ы$ направленлемь оввущей, 

которое соотвфтствуеть направлен1ю возрастан1я параметра 

на кривой лин\и; а такь какъ д Е РМ ревни предвламь 

трехь знраженай (7) для Дь= 0, то положительное напра- 

влен1е на касательной совпадает съ положительнимь напра- 

влентешь на кривой въ смежности съ точкой прикосновензя 
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Зерт.4. (53. 5ерт.4). Вь частномь случай, когда 

паранетрь $ равенъ дугз в кривой, иуё- 

р й ож ра" =Т (см.51), и 

27 формулы (5) принимают болёе простой 

ВИДЬ: , , , о 
^ Я, 1, р-Е (8) 

Уннохая числители и знахенатели виражекай {5} на 4 и 

принимая во внинак1е борнулу (19) параграфа 1-го, мы я въ 

сакомъ общемь случаф можемь написать: 

2х м, ры (10) д” оф, 
но здёсь мы должна понимать правия части какъ отношен1я дя 

ференцталова Х,фхЕ в пр? кезависихонь перемённомъ +. 

Воли данная кривая опоедфляется двумя уравиеняни 

Я ут) = Фи) = (11) 
зъ Ддекартовыхъ координатахь, то ин воегда монемь предполо- 

зитв, что эта ве кривая опредфляется тремя уравненляки вн- 

да (1); въ ‘самонь д8л8, полагая, напримй рф, х = ф ($), гдз 

е( - проязвольная функи1я, и разрфная уравнен1я (11)02- 

носительно у ил, получимь и для этихъ двухъ косрдинать оп- 

редёленкия Внраненая въ функции параметра $. Вотавляя Вира- 

нен1я х,у,в въ уравнен1я (11), обратим ихъ въ тождества, 

хоторня ножемъ дифференцировать по &; въ результаяв получа- 

аъ: 

(22). 
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Изъ уравиенай (12) слфдуеть, что у, у, Х' пропорцлональ- 

Ев детернинантань второго порядка, составлениымъ изъ част- 

ых производнухь функи1й 9% ие] 4х. Занбняя въ ураз- 

ненаяхь (4) татели ии, # ', ИЗ ' пронорн]ональниня 

детериинелтеци, подузазх 

9+ __@-* 

уравнен1я касательной въ слёдук- 

Зехь видз: 

= ея = ^ о (1) 
Я, х) 74,4) 

деная полокено 

2 2. 
й. Я 

70842 |” аа. 7 2% 
(у, Е) 2% о 

я 9 | 

й азалогичнс для ‘остальныхь двухЪ знаноя 

ЕЪ заключен]е замётимъ, что вся ксоть, проходя- 

цая черезь касетельнуя къ данной ЕСЕВОй въ гочк$ М, вазива- 

ется касательной плоскость н, Очевидно 

пучокъ касзтэль- 

ЕНХФ плоскостей. 

4. ВОРЕ А ЛЬНАЯ ПЛОСбЕОСТЬ; НОРЕаАЛИ. 

сленное множество нормалей (ок. чере.5); во эти исомале, об-. 

уя пучокъ прямнхт, 
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Черт.5. лаярной къ каса- 

тельной и пра- 

ходящей  черезь 

точку прикосно- 

вензя; плоскость 

эта пазивается 

воркадлвк- 

ной плоскость. 

Уравнен1е этой плоскости легко найдем какъ уравнензе 

плоскости, проходящей черезъ точку М съ координатами у, 

и перпендикулярной къ прямой, воторан, при сохранен1и всёхъ 

обозначен1Я преднествующато параграфа, опредёляется уравне- 

ваями: 92 9-х. ра (1) 

д’ а - 

Обозначая зерезь С, ух текущан коордииаты точки на нор- 

зельной плоскости, непосредственно получазнь уравнен1е этой 

плоскости въ слфдующень вид: . | 

бир ье 8) 
Заыфняя пронзводння я, у ̀, 5 ы пропорцлональними инь кобину- 

зами “, - урловъ касательной съ осями ($ 3), можемъ 

написать уравнен1е нормальной плоскости еще въ слёдующень 

вид: | : 
. (Ф-Т у) у) 9 (2) 

Неколеце, предполагая, что. кривая опредляется двумя уравне- 

Няни о 
С Е (хуя) =0, ^ Чу, т) = 0 

въ Декартовихе коорденатахь и принимая`во внвнанйе, 320 ка- 

сательная ‘в этошъ случа опредёляется уравненаяий (18) пред- 
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ествующаго параграфа, мопень представить уравнение норналь- 

ной плоскости въ олбдующень виде: 

и, бу, 2-2 

2 2 9-0 
д 2у Е 

28 278 28 
С у 

(4) 

Вь самонъ дёлё, разлагая опредфлитель по эдементамь 1-й стро- 

ки, видимъ, что коэффиц1ентани при «-, 7-9, 2-Х слузать 11 

самне опредёлители 2-го порядка, которые входкли знаненате- 

ляни въ уравнетя (13) параграфа 8-во. 

5. СОПРИКАОЛИШаАЯСЯ ПЛОСКОСТЬ; 

ВИЕОРЖАЛЕ. 

Сохреная вс$ обозначен1я предшествующихь рараграфовъ, 

разенотримь. плоскоств, проходяную черезъ касательную» въ т03— 

к Н данной кривой и черезъ точку № той хе кривой, при чемъ 

ТОЗЕн ЭТн соотвБеотвують значензянь $ н %#+Д+ произволБ- 

наго параметра, Координаты точекъ Ми обозначаень соотвёт- 

ственно черезъ я, ХЕ. жДх, 5+ Ду, = Аз. Текъ какъ 

Плоскость наша (при- 

надлежащая къ чиблу 

касательныхе плоска- 

стей) проходить зе- 

резъ точку М,то ура- 

внен1е ея имфетъ видъ: 

Иа) + (у) + СК) = 0 
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ГдВ А,В,0 - нензвфотные ее пока коэффицленти. Для того, 

чтобн эта плоскость проходнла черезъ касательную, опредз- 

дяеную уравненляни (4) параграфа 3-га, необходимо и до- 

Статочно, чтобн кизло ифото олёдующее соотномен1е: 

ву’ + бро (2) 

которое выражаеть требован1е, чтобы плоскость (1) била 

перпендикулярва къ нормальной плоскости, Вакойець, для 

того, чтобы плоскость (1) проходила черезъ точку №, необ- 

ХОдИимО к ДОСТАТОЧНО, Чтобы координаты этой точки удовле- 

творяли уравнек1ю (1); такимь образомъ получаень услов1е 

дя + дут САХ (3) 

Два соотношеня (2) и (3) опредёляють отнопеная дВузь #3 

коэффинзентовь д, В,С. къ третьену и олёдовет:. но позволя- 

ютъ написать уравнеи1е иокохой плоскости. Преднолохниь те- 

перь, чес точка № (черт,5) неограниченно приближается къ и, 

совпадея съ нею 8% предфлв; при этомъ плсокость (1) враца- 

ется около касательной въ точЕЁ И к стремится нъ нзкоторо- 

му овредьленноиу предфльвоку положен, въ которсиз она 

назявается соприкасавцейся плоско- 

сть. Для того чтобя доказать это и чтобы вивести урав- 

. нен1е соприкасавлейся плоскости, преобразуенъ разенство(3), 

разлагая Дх, Ду, Аа в конечные ряды Тейлора по 

степенань А+. Такъ какъ 

Ах= ф ($ АБ - # 

в аналогично для Ду и Д», то для достаточно надихь 

велкчинв) значен1й Дь пыфемь: 
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- ДЁ ы г. Гр + 1 А-Ае. М + АЕ 2 @ Фаф) 

АЕ’. д р, @ ДЕ ду вн уе. 41) 

драке аЬ), 
(4) 

ГД 9 ‚а, 9, - правильния дроби. Вотавляя въ равевство( 3), 

собирая члены с> одийаковими степенями’ А $ и нрикимая во 

д зникан1е равенство (2); получаемь по сокрашенаи на 

бреда) + ВЕ а. ао чево (6) 
Кы предположили, что точке № неограниченно приблилвется къ 

ТОЧК$ М; въ такомъ случа д свренетоя къ нулю и, переха- 

дя къ предфлу для Дь-= 0, полузазиъ: 

ре) «у Ск) 0 (8) 
+В» #"-0 (7) 

Равенства (2)'и (7) позволяють опредфлить стновеня 

двухь изъ коэффинентовь 4,В,С къ третьену, и такихь обря- 

ЗОМЪ ЕН полузаень въ предфлё вполнё опредёленную плоскость, 

которая и есть соприкасахщаяся плоскость въ точк? \. Урав- 

Е@я1е этОЙ плоскости всего прове можемь получить, , ноключая 

изъ трель уравненай (1), (2) в (7) коэффицаевты А,В,С, от- 

пзосительно которыхъ эти уравнен1я зуть линейныя. однородныя. 

Вь результат$ получаень уравнев1е соприкасаещейся плоскости 

въ видф равенотва нулю детерыинанта 3-го. порядка: 

и, Иу, 

ий =2 (8) 

м" и Е 
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Рразлагая ‘детерминанть по элементамь 1-ой строки, имфень: 

Сео учу) (9) 
Уравнен1е (9) обрацается въ тождество, если въ точкё М одно- 

временно имфить изото три равенства 

ИЕ -о, КИЗ -9, о” "-е (10) 

Поэтому во всемъ дальнфйшемь ин будемь исключать изъ рез- 

онотрён1я т точки кривой, для которыхь выполняются эти усло- 

вая; легко ускотрёть, что подобныя точки принадлежеть къ чи- 

слу исключительных» и въ произвольной точк® кривой равенства 

(10), вообще говоря, ле имфють нфота, а олфдовательно въ про- 

Нзвольной т09к$ существуеть одна внолБф онредёленвая сопри- 

касаюжаяся плоскость, 

Прозедемз черезъ точку М Ерирой прямую, перпендикулярнук 

къ соприкасающейся плоскости; праная эта, очевидно, принадле- 

жить къ числу кормадей иривой; такъ кокъ. сна перпендикулярна 

кь касательной, которая лежитъ въ соприкасакщейся плоскости, 

ринято кезывать. эту прямую бинофмалью. Уравненля 

ея легко получимь какъ ураввентя прямой, проходящей черезъ 

точку (ву) Еривой и перпендикулярной къ плоскости (9): 

бы — у ре (11) „рН = тичлу" = ут 

обовначая ‘черезь ‚М, У косннусы угловт, образуемняь би- 

„нориалью съ осяин координата, инфемъ: 

4:8: хуя) му -й=”). 42 

Факъ какъ {+ + У" = 1, то для опредфленая вр 

остается раздёлить каждое изъ выражен:й, пропорплональнихь 
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4: м. У‘, на корень. квадратный изъ суммы квадратовь этихь 

вираженй. ‘Для сокрацен1я внедемь слёдующее обозлачене, ко- 

торнымъ часто будемъ пользоваться во всемь послёдуюень. Ву- 

демь знакоиъ 5, поставленнымь передъ какниъ-нибудь выраже- 

н1емъ, обозначать сумну трехъ членовы, изъ которихъ. первый 

совпадаетъ съ вираженлемь, находящемся посл8 знака 8, а 0в- 

тальные два получаются нзъ него такъ назнваеной круговой за- 

Ной буквъ въ порядкф осей координать и, #. Лри этомъ сл®- 

дуетъ имфть въ внду, что при подобной круговой замёи$ всякую 

величину, связанную съ осью и (нашф. координату х какой- ни- 

будь точки, уголь какой-нибудь пряной съ осьи Х и т.п.) слё- 

дуеть замфн ть внелогизчной величиной, связанной 05 осью ; 

велизиву, сзязенную съ осья У`- величиной, связанной съ ссью 

{. и неконець эту послёднюю - величиной, овязенной ‘съ осьюх., 

Такъ, наприм$ръ, имёеме; * В И 

и слёдоветельно, обознечая производную дуги в по параметру 

360е3$ з', можень написать (ср. & 1): 

Вену" х’* {12) 

Нользуясь введенниме обозначентенз, моженъ написать формули 

для косинусовь угловъ, образуеннх» бикормалью съ осями, въ 

олбдующень видё: 
их и" о и" 

Ч и ? утв 2 у= т (13) 

Вураженте, стоящее псдъ знакомъ. радикале, может® быть ифсколЕ- 

КС упроцево, если воспользуемся равенсотвомъ (12) и равенствомъ 

Эх" 53" (14) 
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хсторое получается дифференцировавн1емь предиествующего по +. 

Вуписивая полностью вой члени сумии З(у'и" - у"»!') и поль- 

Зуясбь равенотвомь (12), имземз: 

р и, инт РИ ‚\ ХА, р а ий Е И ое 
2 1 иронии р, 

жу’= 

Нубии у ЕИАиь 
а” ди" )* 

или наконець, в$ онлу равенстве (14) 

Эру у [54-9 = 

= О 5") (15) 

Внося полученное виражензе въ формуля (13), инбенв: 

ЕЕ „аа, (16) 
у уу м "у ЕТУ 

. "1 Х у у +#”-5 

у’ 

=, Рулет 

5' = Ух" Ву” а! 

при чемъ 

и передз обоини корнчи квадратнкми вез форнулехь (16) подразу- 

уЗвеень зрекх +, осли такой хе знакъ подразум8веися передз па- 

и дикалонъ въ фориулехь (18). Вз частнсув случай, когдн & 

и имЗемь в’ =1, 5'=0, и формулы (16) приничеюте ве.5: 

И, ми о у (7) 

ту ухи 
Форхулн (13), спредёляющая косинусн угловъ ваклоненая 

бинорнале къ осям координеть, содержать квадратний корень и 
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‚ М, 55 зависимости ст вубора тсто наи иногс звека (+) 

передь радикодонь. Воли ня услсеинся подрезумёветь передо ра- 

дикалск воегда знаку +, то этныз сенныь мы выбираем спред- 

леннсе направлен1е кг бикормали за положительное. Ввослбд- 

отвфи ми УЕДЕИъ, почему приходится сАблеть именно такой вы- 

боръ, ‘г`теперь линь занйтимь, зто оазъ установлеко полежи- 

тельное направлен1е на бинормели, то вибст$ съ тФыз устана- 

влено, какая сторона соприкасаючейся плоскости считается но- 

лонительной и какая ‘- отт ой; 2 ИМеЕЕс, при двикен1и 

по бизормелн Еф положительном» ревлен1и мя переходинъ съ 

сзридательной сторон соприкезеющейся плоскости не полози- 

тельиую. Постарзенся опредзлить, хех расволовена кривея от- 

ноонтельно СОПрикгсаЕкейся НОСКОСТи ЕФ СИЗЖНОСТИ 0% ТОЧКОЙ 

прикосновенля. 

Рездфяивъ лФвую чготь ур-1я (3) соприкасевщейся пло- 

скостя на корень квеаратиий из суммы иведратовь коэффицея- 

товъ, 1.6. на \/ ‚› Т.В + 8 ( ув! )* 

приведен это уравненте кз ввду 

Чл) зи (9-2) =9 (18) 

Вотавляя въ лёвуф часть виёстс текущихе косрдинатв коорди- 

ноты какой-либо тозки №, получьиз, какъ иззфотно, разотоя- 

н1е этой точки отъ боприкесоюнейся плоскости. При этсиз, 

тахз какъ лёвея честь уравненая (18}, посл упомянутой нод- 

стеноЕки, есть не 916 иное какъ проекшя отрёзка ИМ на ноло- 

жительное направлен1е бивормели, то очевидно резстояЕ1е точ- 



ки } 075 соприкесгигойся плоскости окажется полохительнние 

или отрипазельныме, снозря по тому, лежнтз ли точка № 05 

положительной или отрицательной сторона соприкасаюпейся 

плоскости. 

Разсистримъ въ частности точку № данной кривой, соот- 

вётолвующую значен1ю параметра %ЕД% и опредёляемую ко- 

ординатами х+ Лх, у Ду, 2 Ла.  Разстояне © этой 

точки сть соприкасеюлейся плоскости, по предудуйену, внра- 

хается формулой: 
Зорнулой 2.2, Ду, 4 
= 2 Ни. | 99) 
"Убрал =, у", ;“ 

Занёниив Дх, Лу, Ах их разлочентями по степенямв 

Д+, поздислагая супестворав1е производныхт 4-го порядка: 

Е анелогично для Лун Дз. О7тбрасзвея въ пеовой строкз 

детеоминанте въ $ориулф (19) злэки, пропорифозальные эле- 

-ей строки, и резлагея затвив на сумму двухъ 

соотвётолвеньс тому, чтс элементы 1-0 стро- 

ки посл упонянутего упрощеная будутв состоять #3ъ дВухь 

слегавнихь, имфемъ:” =" 

РД черезъ А „В обозначеве совокупкость членсвт 4-го 

*) 9 - правильная 9робъ. 
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порядка относительно Л +. Пеконець, переставляя строки въ 

опредфяителф, входящемъ вф 1-й членъ, получаемъ оконча- 

тельное внражен1е исконагс резотоян1я: 

и. Я’ 
тей и, ОА Я (у 

ИЛ |", ух" 

Прн достаточно налом Дъ (по абсолютной величинЪ) знекъ 

Ф совпадеетв со знакомв 1-0 члена в сл довательно изиз- 

няезтся с$ ‘изиёненлень знака Дъ%, такъ какъ Т-ый  членъ 

содержить третью степень Д +. Отсюда иы заключаем, ° что 

дв точки №, дост РочЕО близктя къ точк® Н, но ледем1я по 

разния стороны ость М на данной крявой, лежеть вм$стё 05 

2445 по разныя стороны сонрикасазщейся плоскости, проведен- 

ной въ точкз М. При двишен1и точки М по коивой въ нанравле- 

я1и возрастая1я *, прирапен1е ДД иЗняетв свой знак, перё- 

` ходя 015 отряцательныхь эначен1й кз положительныыь зерезъ 

нуль, в® момента совнаденая точки № с5 №. При этом р2зото- 

Ян1е Ф переходить отв отрицетельнихь зназентй къ положи- 

тельным® или обратно, смотря посзнаку детерминанта 

и, 
о е- (21) 
„=, у, 2” 

Такинъ образомъ, еели детерминанть (21) половителенв, то точ- 

ка М переходить 6$ отрицательной сторонн ссприкасающейся пло- 

скости на половительную, а если Этот детёрниланть отрицате- 
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ЛЕНТ, то наоборотв .- съ половительной стороны на отрицательную 

черт.7). Вм$020 этого иногда роворя?%, 970 въ первом» слу- 

\ переходить съ отрицатель- 

КОСТИ На Положительеую, а во 

Зонрикасекщейся плоскости мозвс дать спредфлен1е, стлич- 

НОЯно оН- Н0$ от торо, изъ которагс мя исходнзи 

акъ предфльнсе положенте плоскости, проходяней чв- 

д8лф, раз- близкая точки КриБСй. ВБ 58} 

на ряду 65 точкой М ДЕЗ точки пя к, соствётотзуЮююя 

значен1янь паран 5Дь к + М, и обозназииь коор- 

динеты этихв точекь ссс ственно Дерезъ 

ХР Ак, УР Ау Аз в 5Д'х, УРА'У, 214'25 

«Аи ›{*^у, +41, 

х-зф& 

Ро 5 

ах, Чу УЕ141 , 
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Вычитая элементи 2-ой строки опредфлителя изъ эленентовь 

остальнихь отрокъ, оть чего опредблитель не ибняеть сво- 

ей величикн, получаем: 
ы ы Хх, Гу, в 0 

*, У,. 2, 1 

Дх, Ду, Аа, 0 

А'х, Му, Ма, 0 

или, разлагая детерыннанта по оленонтема посдФдняго столбца: 

-л, 9, Я 

ди, ду, 4 |0 (28) 

дм, Ау, АЗ 

Предполагая Лф и _Д'% достаточно мелими но ‘абсолютной 

велизин$, разлегаень приращеная Дх, Лу, Да, Л:х, 

А'у, Д'в по отененямь Да и Д'%: 

А+ ‚ д я Д%3 шт = + 4 + ) Дх ТИР ** тв. й {$ +94%) 

и аналогично для Лу и Да; 

, ПАС 13 м 
ДА + т ее. 9 Фи 

в аналогично для Д'у и Д'а. Полагая Д'% = ЕДЬ, ©0- 

кращея уравненае (23) на к дя разлагая Лёвую часть по 

стененян® Д\%, инбема: ^ 

и, Ху, Яя 

И, у. в |+ =0, (24) 
| =“, у’ , х | 

гай черезз Д в.в обозначена совокупность ‘злевовь 2-го и 

г внонаго порядка, 

РЛЕВАСТГ. Листь 18-ы#. 
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Пя уравнев1е (24) не Л % к переходя къ предёлу 

дя ДУ = 0 5 предположени, зто отнопенае & прираде- 

ый ДЛ: в Ду осотаетея конезнииь и не отренится къ 

едивицф, получаемв уравченте 

и, у, я 

57’, и’ 2’ =е, (5) 

р’. 

р 
разомъ плоскость, проходячая зерезь точки #, М, № ‚при неё- 

и й ‚ 
огранизенном»в придлихен1и точек Ми № къ М стоеннтся ке 

опред%левкому предёльпону положена, именво #ъ оспрака- 

оэющейся плоскости, ароведевной въ точкф М. 

Плоскость, проходящая черезе три точки и, №, М’, ©0- 

деовитъ пряния ММ и КИ’, изъ которухь каддая при оближен1в 

трехз ‘точекв стремитея къ хасательной. Позтону сопринесек- 

жуюся плоскость изогда еще опредёляять 5акв плоскость, про- 

ХодЯЩуЕ черезь дв$ безконечно близк1я касательиыя или еще 

лузше 9$8р63$ д88 ‚послёловетельныя" кесательныя, понимая 

это ‘опредфленте ныенно. въ вяшеуказаномт сизолё. 65 этой 

же точки зрёняя бинорналь есть прямая, перпендикулярная въ 

двунз посл довательнниь куоачельнимь, Боли би мы нанисали 

усевнен1я прямой, проходяней черезъ точку у, и пез- 

певдикулярной кз касательнумь кахх в данной то3к$, такъ и 

въ точкВ (х+ Ах, уДу, 2 Аа), соотвётолвующей эна- 

ченаю перанетра + Д+, и залёныь перешли бы къ нред®лу 

^ для ль = 0, то привли бы къ уравнентямъ (11). Замётим, 



изжду прозимз, что уревнен1я бинорнали ин моженз написать 

также 35 вид8 

и. Я, (25) 
к м Ц 

замфняя знаменателя въ уравнен1яхь (11) пропори1ональними 

инЪ количествани. 

8. ГЛАВНАЯ НОРИМАЛЬ; СПРЯ- 

ИЛЯЮЩАЯ ПЛОСКОСТЬ. 

Главной норналью  пространственой кривой назнвають- 

зориаль, лежадую въ соприкасающейся плоскости. Очевндно, 

главная нормаль перпендикулярна касательной и бинорнали и- 

уожет»у бить иначе опредфлена какз прямея пересвзентя нор- 

мальнсй и соприкасеющейся плоскостей. Воли въ произволь- 

ной точкф М кривой (черт.3) проведемъ касательную, главную 

Черт.3. нормаль и бинориель, то 

получинь три взаимно- 

-пернендикулярнихе пря- 

` ИНЬ, КОТОрНя  МОБеНЪ 

поннять за сои прямоу- 

гольной. сиотемн коор- 

динать, инзющей вачало 

2% 03$ М. При этом касательную примень за ось, глав- 

ную нормаль - за ось | н бинормаль — за 9сь $ . Плоскость 

#1 совледаеть, очевидно, съ соприкасающейся плоскостью, а 

плоскость ТЕ - 05 нормальной ПЛОСКОСТЬЮ БЪ точкф М. На- 

конець, плоскость 8& , т.е. плоскость, проходякая черезь 



касательную и бинормаль и перпендикулярная кз главной нор- 

мали, називается спряиляюней плоско - 

стью *). Мы уже установили половительное напразленте 

на касательной ($ 3), и олёдовательно у насъ установлено 

положительное направлен\е ва оси & чой системи координате, 

с которой идеть рёчь. Ясли ин установимь еже полодительное 

направлен1е на одной изъ осей 7 или ©, то само собов уста- 

новится положительное направлен1е и ка другой оси, разЪ толь- 

ко ны потребуенъ, `чвобн ззаимное расположев1е осей &, 7,8 

‘бло обычное, общепринятое ресположенае осей пряноугольной 

систекы косрдинат®, при которомъ положительное врален1е ва 

каждой йзъ плоскостей координать совернается по стр5лк8 

часов$ для наблюдателя, находанагося на положительной сто- 

ронф плосиости. Итак, потребуенъ, чтобн положительвия на- 

правлен1я касательной, Главной нормали и бинориали находи- 

лись въ такомъ взаимной респолоненли,- тогда, по’ преднду- 

щему, положнтельное ваправлен1е на главной нормали устана- 

вливается само 6060ю, сли вибрано положительное направле- 

в1е на бинормали, и обратно, положительное направленте на 

бинорнали установится само собой, если.выберемь положитель- 

ое направлен1е на главной вормали. 

ин обозначали ($ 8н$ 5) косинус угловъ, образуе- 

инь полонительннии направлентяии касательной и бивормали 

съ осяни координать, соотвётотвенно через НА, {Е 

*) трехоранный узоль, обфазуеный премя робости, наз 

вается сопфовохдающим узломъь 
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Ч; м. 7; обозначииь косинуеы угловъ, образуеинхь поло- 

хительнимь направлен1емт главной нормали съ осями “,ьЯ, 

зерезь Фп,а, ВБ таком слузаф девять косинусовъ: и. я, 

у. 4, Ш, р, 4 ‚м, У сут7ь косинус девяти угловъ, об- 

разуеннхв осями 8, 1 ‚ &  напей новой систеиы коорди- 

наль съ осями м, старой системи, и мы ножемь для удоб- 

ства зёписать ихъ въ слфдующей табличи*. 

(1} 

Факз какъ 00$ систеин координать прямоугольныя, то меду 

девятью косинусани суцествуют»ъ извфотныя соотномен1я. 

"= о 6+4 = 1. 

к п +1 кит 7. 

деи у фики" 7 

бет ут ре зи 2 

фуетизлто др М0 (2) 

4 зд то ето 

выводнныя в5 ‘аналитической геометрли. Ером$ того, какъ слфд- 

слв1я этихь соотноен1и, имёють ифсто еще слёдующ1я равен- 

ства: 2-й Я-лу- и 

те Г © 
РЖ 

и аналогичны имь, которня позроляють по шестн косинусамъ, 
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отоящимь въ двухъ строкахъ или двухз столбцах таблицы (1), 

вучиолять остальные три. Замфтимт, что два послёанихь изъ 

ФИСТРФ (3) когуть Озть г гс круговой =2- 

и. $ 5) букв д, # ни. ‚РЁ. Формулы (3) 

ВОЗвОлЯЮтЪ ВЯЧИСЛИТЬ КОсиНу <; , щ, а `урловь каклоненйя 

енниь “, 4, ($3) 

слфлуеть имёть в$ виду, что 

Ноя нсомали пс извфетнинь ЕНо 

ву, мт ($5). №0 при эт 

уЕ не быль скончательно ЕНяЗЕеЕ спрос* < ПОлОЖвтельномь 

неправлен1и Эивориели (ср. & 5), таке ув. то фориули (13) &5 

зоботвенно долевым буть в 

4 ё. м- Е: ре 

27 За-уЙ 

"ОРУ" 
гр ё= м. Правде, ия уве укезали, что слёдуеть внбреть 

@= +1 (3х. $ 5), нс я призели никокихь освованАй для та- 

ОГО ВЯбора, Иня в$ виду оправдать ето впослёдетв1и. Вемъ 

предстоит» сдёлеть эзо аыевно теперь; поэтому осле 

въ формулехь (4) неопредёленнимь, т;в, оставикз нока про- 

ИЗВОЛЬННЪ подозительное ненравден1е бинорнели, ‘но зато 

установимь положительное непревлен1е ч2 главной вормели; тсг 

да, по предыдукену, сзко ссбев устенсватея половительное на 

правлене на банориали а олбдовательно опредёлится ё. 

Для того чтобн выбрать положительное ‘направлена на 

плавной нобиели, разсиотоиму опрямляюдую плоскость. Урав- 
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нен1е этой плоскости, кекз уравнен1е плоскости, проходякей 

зерезъ точку м #) в перпендикуляркой къ главной воризли, 

иИфетв ЕНДУ 

(.- О И |7) (5) 

24% 9 - текутаа коор 

в] нии (3), можен 

вая Фл,п 

ЗУЛЕ д 

Въ звмсмф двлз, разла 5 © Е а я 5 дитель по элементам: я а Ф Е я о та 

строки, приходииь непосредственно кв уравнен1ю (5). За- 

ния -[, М,Х =1ъ вираженний (4), 2и, ‚В, - варане- 

ями (5) переграта 3-го, получаемь, по вынесен1и общих 

иВОЖИТеЛЬЙ #35 2-0 и З-ей строки: 

иду | во 

т у оу, 
Л5вея. засть усавиеная (7) совпедееть съ лёвой ‘ЧаСТЬЕ ура=- 

вевля (5); слфдовательво коэффищентами при текуцихь коср- 

ФУЯ слувазь .п,5. Разснотримь на денной крЕ- 

вО& току (х Ах, УЕДу, 2 Да), соотвфоотвуюцую зиа- 

Зе51к параметра %Д %, и опредёлимь ея разетоянте отз 

спряклающей плоскости. Для вызислен1я этого равбтоян1я до- 

статочно в; лёвую часть уравненая (7) подставить вибото те- 

купихъ коордннеть координатн хё Да, у+ Ду, 24 Да 
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разснатоиваемой точки. Такимв образом» имфенъ: 

Ах, Ах ‚АХ 

деть ДЕР ии 
о уу, #’ 

Занзнимь въ опоедзлител?, входящем» в® виражене (8), Дх, 

(8) 

Ду А 8 НХ5 разложетями: 

Ах 45 А’ д й 
а Та Тда Я (9. ДШ. 

и аналогично для Ду и Да. 

Разлагая опредёлитель на сумму опредфлителей, вВИДнМЪ, 

что первый злэнь исчезаетъ, такъь какъ зодернить дв токде- 

СЕБЕННЫЯ строки, и сльдовательно получаемъ ‘для разстоян1я 

зыракензе слёдующего вида: 

и’, у’ . =" 

РА ё ору еЗна учу АА 
убт-у у. ы и’ У . 

рдф через ДЕ.В обозначена совокупность членовь 3З-РО 

порядка относнтельно Д $, Разложимъ лотерминактф, входя- . 

ций въ послёднее врражене Г, по элементамь второй стро- 

&И; ТОГДА ин получимъ: . 

у” = утши)® (ана ак ну” ку") буи 

и слфдовательно для разотоян1я окончательно получаем 

слёдуюдее выражен!е: 

ух" ” 75 . 

рдй передь обоими радикалами подрезум®вается знакз +. При 

достаточно малоуь (по 2бе.величинв) „Ак  эиакь х совпа- 
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дазть со знакомъ 1-го члена и слёдовательно не изывняется съ 

изыёнен1ем$ знака ДЪ, Отсюда ин заключаемь (ор. 8 5), зто 

вс$ точки кривой, досталочно близк1я къ точк% (Фу, „леноть 

по одну сторону спрянляющей плоскостя или, другини словами - 

кривая въ сыелноети с5 данной точкой лезить по одну сторону 

спрянляющей плоскости. Внберень за положительное направленте 

главной нормали направлен1е от$ тозки кривой в® ту сторону 

ст споянляюной плоскости, по которую лежить данная кривая 

(ск. черт.8). Въ такомв случа точки конвой, достаточно близ- 

Ея КЪ РОЧК$ (4, 9,2), должны девать с$ полокизельной стороны 

спрянляюкей плоскости, и слёдовательно для достаточно налнхь 

звазенй Дь разстсяне Г долЕно бязь полонительнниь.Нех- 

2у ТВиь знакъ вы этом$ предполовензи совпадаеть со зна- 

ком @, какь зто нвотвуеть изъ формули (9), и олбдовательно 

ыы должны положить © = 41, Т.е. установить положительное на- 

правлен1е на бинормаля такъ, какф это било сдёлано в парегра 

48 5. Полагая б=т в равенствахз (4}, мы приходинъ кБ 

Поежнимь вираненянь для Ч, и, 7 (4865, рав:18); вставляя 

эти зназевя Ч, м, у, а также значення и” ‚8; ‚р ($ 3, ва- 

вен.6) въ Формули (8), вычислимт 2 Ш, п. 

Выполним вычисленле только для 6, ТАЕЪ какъ выраженте 

для ши п получается круговой перестановкой буква. тако, 

янфемь 

Ре 0 (10) 

Уре 2.5“ 
Преобразуя звелитель и принимая во внинене соотноиеня: 

А | В 2 В з ‚ й з . 
В Е и" =, Зе" аку" о” = "8 
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(си. 85, 4004.12 и 14), рдф 990935 в' въ" обозначени пер- 

зг2я и вторая производния дуги з по параметоу %, чает 

(оке уу" у: а” тури ии” 

г) уу ео )- йе. ми“) = 

ны" "им путь" —0'3 8" 

("9 ). (11) 

Заивняя в® формулв (10) зислитель полученны ув виракев1емъ 

(11) в поянимая во внимен1е, что радакель, тоя 

ром 5ЗОТВ ВБ 58 равеяз з', имфемь: 

Для того 9706 получить ши п, остается вниолнить круговую 

перестановку букез, приз 

оставтся безъ азифненая. Такинь обрезомв инфемф окончатель- 

„= 

Пекуху” Е? у боку 
ия, ау, "Е ‚ (12) 

при чемъ передв ра, алом въ зваменателВ нодразун$ вается 

знакъ Е. боли хн эче воспользуемся формулой (15) нарагр.5, 

то ножемз замфвуть продиествующя внражен1я косяНусовь `&, 

и, в х аиъ низослёдующими; 

ви ии" и ит, й 
м, ее, =. Вх (13) 

В 
ет" вл р 95 :7 

взля в застно $ =зв, 1.5. пзраиетрь ревенъ дугё, 19 

= 1, 5 =0, и формула (18) пря 
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а и 

ЕС т ут 2 
27 я, би (77 ежу “(ея 

А= (14) и Е 

Закфняя ша вз уравненли (5) сн рямляюкой плоско 

раженляии (12) в стбрасввая об31й зн Н2тель, нолучазиь; 

(бис) УЕ =е 5) 

В частном слуцзё для $ = з 72 ур-1е принимает» видъ: 

уу илов 
Глекнея норуоль, какз прязая, проходялая ч2резз. точку 

(у, $) к образующая съ осяи коосдинать углы, козинуен ко- 

торнхь оевня ,т,н, споедвляетоя уравнентяни 

2 би (17) 
РА т п 

Занзняя 

и 

в1н формулз (12) нивзуь: 

бы < р (18) 
а ПО у ря 

Въ яастнохъ случав, ‘когда паразетрз $ ра 

зая (13) пр. ют ВИД: , 
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7. КРИВИЗНА ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 

КРИВОЙ. 

Опредфлен1е кривизну пространственной кривой вполн% ана- 

логично соотвётетвующемну опредфлен1ю для плоской кривой. 

Черт.9. Резсмотримъ на данной 

кривой точку М (черт.9) и 

тозку №, которую будемъ 

нзограниченво приближать 

къ М. Касательныя вф т03- 

кахь Ми М образуют уголъ 

ду. который стремйтся 

къ нулю при сближен1и то- 

зекь Вим. Предёлз, къ 

«оторону стремится отно- 

менле угла де къ дуг$ №№ при приближен1и тозки М кв М, н8- 

знаем кривизной кривой ‘лини въ тозк$ м. Обозна- 

зая кривизну зерезъ. К и дуру МИ черезв А з, имфемф такимъ 

ие у (1) 
и5-е 

образомз: 

Касательния въ двухъ тозкахъ пространствевной кривой, вообще 

рововя, “не пересфкаются, и для тОРО чтобы получить уголь А. 

олздуетъ провести черезз какую-вибудь точку пробтранстве двф 

прямия, параллельния соотвётотвенно двунъ касазельнымь въ 

точкахь М и №. Уголь, обрезуемий этими двумя прямими,и есть 

валь уголь Др . Вуденъ зерезъ какую-нибудь опредфленную то9- 

.ку, наприыёръ черезз начало координат О (черт.9) проводить 

врямыя, параллельнхя касательнымь данной кривон, притомъ въ 
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направлен1и, соотвётствуюцемь положительному направлен1ю ках- 

дой касазельной. сли кронё того опишенв изъ точки 0, какъ 

изъ центра, сферу радзусомз = 1, то въ пересфчени этой офе- 

ря съ вишеупомяяутими прямыми От, Ою..... буденъ инфть точки 

Ш, п....., СООТВФТОТВУЮЩАЯ тОочканъ и,м..... данной. кривой. 

Геометрическое ифсто точки ш, соотвфтотвуюней точкё М, кото- 

рая перемзкается по данной Кривой, есть нзкоторая линя, ле- 

зацая на нашей сферф радфуса = 1 и Називаеная сфери че- 

ской индикатрисой касательных 

давной кривой. Пусть на кривой „вибране какая-нибудь точка А 

за начало дугъ и пусть ей соотвфтотвуеть тока а на индика- 

трисё; будемъ обозначеть дугу кривой АМ черезъ В. и соотвт- 

Ствуюпую ей дугу индикатрисн аш через 5. Дуга АМ данной 

&ривой въ такомъ случа$ ножеть буть обозначена чер6зЪ з-+ Дз, 

а дуга ап индикатрисн - через б+ Аб. и слфдовательно ду- 

га индикатриоя шп, СоОтВФТСТВующая дуг ММ = Д в данной 

кривой, равна ДА. Уголь Ар двухз касательняхь 85 103- 

ках Ми М, согласно предыдущему, равенъ углу между рад1уса- 

ми Ош И 0п, проведенизии в$ точки ш И п индикатрись, или, ина- 

че - равень дуг большого круга, проведенной менду точками п 

Ил на нашей сфер8` (такъ какф рад1убъ этой сферы, а сл®дова- 

тельно и рад1усь большого круга равен единиц$). Обозначая 

эту дуру 9ерез5 шо, а сооТвзтОтвующУю ХОрду через пр, #М#- 

ем очевидно:. 

домом дом сш д 
4; 4 Аб дв щи ^ Аб. ° дз” 
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Предполарая, что точка № неограниченно приближается къ.М и пе- 

реходя къ предфлу, полузеемъ въ силу равенства (1): 

К А: бе. НВ д. ть. АВ, (2) 

Но на основан1и теоремы параграде 2-го о предфлй отношенля 

дуги кривой $ соотвфтотвуютей хордВ икфемъ: 

а _ 8 
13 па“ 1, вле = 1, 

{си. $2, равенства 4 в 5), тадъ вакф тв есть хорда, соот- 

вётотвующая одновременно лугё ра больтого круга и дуг Дб 

ивдикатриси. Такимь образомъ ревенствс (2) приникаеть видз: 

, д5. зе Ч , (3) 

и мЕ ПрИхоДИнЪ К НОВОНу опрелфлев1: хравизни, какъ предёла, 

&т Которому стремится отвсшенфе дуги инликетоиси къ дуг кри- 

вой, БЪ томв предполокев1и, зто конець дуги несгракиченно 

приблияеется къ ея нёзалу. Т.о. 5Ъ ТСЯ точкз №, для которой 

у; келаехь определить кривизну. 

Пусть данная кривая опредзляется урпязен]ями видз 

о ЗИ У), 25 (4) 
рлина дуги з есть функшля параметра &. Коордизаты точки м 

индикатриси, какъ проекаи радфуса-вехтсре Ош на осн коорди- 

нат. равны косинусаиъ угловь, образуеннхь этинъ радтусомв- 

-векторомз с5 осями, такъ кекз длива Ош равка единкцф; при- 

ввмая во вниман1е, что редфусь От нараллеленз касательной къ 

данной кризой в$ ТочЕ$ и, ВИДИМ, ло координаты токи в рав- 

-Н д, 2 , # (с#. 83), т.в, косинусемз угловь, образуёмнх» 
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положительниме направлен1ем» касательной съ осяни координатъ. 

Для произвольной точки данной кривой. я, д , Ра суть "функизи 

параметра +, входянаго въ уравненая (4); равекотва 

= (Е), 2-8), ЗАВ) (5) 

котория мя такимь образоме получаем, суть уравнев1я индика- 

трися. Дуга 6” этой кривой, конечно, воть функшя того же пе- 

раметра %. Предполагая, что точка М данной коивой, которую мя 

разсметривали выше, соотвзтотвуетъ значен1ю парахетра = ха 

точка № - значеню %+4% и дфля зислитель и энаменатель 

дроби а, входядей въ равенство (3), на Аъ, получзень; 

. д аб Ем , 
а АЕ _ фт Е 6 _ 44 (6) 

АЕ-о 5 р Еы г 5' 4 

кривизна, такимъ образомъ, ревна отношентю производныхв или 

дифференилаловъь дуги индикатрисн и дуги данной ‘кривой. Пола- 

2 - 
гая № =; иязенъ: 

8 1..6’ _ {7} 

ВЕ 
и слёловательно . 

9 м (8) 
ЯР 6 › 

© навивеется ра дтусонь кривизны в5 1098 

М данной кривой. 

Такъ какъ 6 есть дуга индикатрисы, опредбляемсй урав- 

нентяни вида (5), то 

и „* (9) 

и следовательно формула (8) давть вамъ 

УТ 0 
= , (10) 
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или въ иной форм, по умноженли числителя и знаменателя на 4+: 

деки А, Гра 
УСС С) (11) 

Въ силу фориуль (6) параграфа 3-10 и равенства 

та 

имЗеме 

д--, в- р (12) 

Дифференвируя во $ эти выражен1я, получаем: 

я’- аи! в- у! р деи „(13) 
$ 52 Р $ 

в олёдоветельно, вставляя въ ?орнулу (11), имземь: 

< 

_ (вх -в*х!)* _ Ук -25' 5” 1х" +5” 25" 

Ы 5:3 51$ 

Принимая во вЕинан1е осотвовентя 

5 = в! *, Зах = в” 

(ср. & 5), приводикх подкоренчое внраненте къ виду 

Ва в'* (55/*-в“*) 

ий слфдовательно полузаемъ 

о Ц_ Убив" (15) 

я $“ = 5". 
‘Наконедь, если воспользуеноя соотновенаех 

За" = в" [з8” -в"*] 

(си, 65, 10ри.15}, то новенъ преобразовать поедудунее выра- 

жен1е къ олфдующену виду: 

_аеие. ЗЫ" о ны 
Формулы (14) к (15) содержать квадратннй редикалъ; условинся 

х 
подрезунзвать пеоедь нимь всегда знакз 1; такъ какъ в'=\ 5х' 
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согласно услов1ю, поставленнону выше, тоже существенно полони- 

тельно, то слёдовательно рад1усв кривизны фи считавнъ суще- 

ственно-положительныме количествомъ. Въ ртомф заключается н%- 

которое отлиз1е нашего опредфлен1е отъ опредбленая радтуса кри- 

визны, даннаго вз теор1и плоскихе кривнхъ, гл мы допускали и 

полояизельния и отрицательнуя значен1я для радфуса кривизны. 

Предположимъ вз частности $ = в. В$ такомъ случа® в’ =1, 

5" =0, и форкулы (14} и (15} привинаютъ вид: 

о СНС ая 
УЗ $7.) (17) 

Посустримз, чему равенз рад1усф кривизны прямой линфи. 

Такъ какъ касательная во вофхь точкахь прямой лии1и, озевидно. 

совпадает» съ этой прямой, то слфдовательно въ разонатривае- 

момъ случаз и, ‚ {’ постоянни, а. потому й' = ' = г 

и сабловетельно, въ свлу фориулн (10): ; = 0, т.е. криви- 

зна прямой линк во вс%хъ ея точкахъ равна нулю, а рад1усь 

кривизня равень безковечности. Обратно, пусть во вобхь точ- 

- м 1 
хахъ данной ланаи инфе › = 0. Предполагая, что данная ли- 

5 

н1я - дфйствительная, получаемв изъ формулы (11) 

2 _ 2 ар. _ 04 =: 6 =0, р =й (18) 

таку какф суниа квадрётовъ ножетв ночезать лишь. при исчезно- 

вен1и каждето слараёнаго въ отдфльности. Изъ равенствь (18) 

слёдуеть, зто косинус Я ‚8 'ф постояння во всёхф точкахь 

ГЛАВА ТТ. ` Листь 14-ый». 
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данной лин1и. Обозначая ихз постоянныя зназен1я через$ а,ъ,с, 

при чеыф конечно а’ Ь* + с* и 1, имфемь такииъ образомъ 

й=а, л- ъ, {= с; Но 

вх ду 9= = = = . 53): - д 1’ д де Г Ем (ср. & 8); сл6до 

ветельно: 
ах _ а Зу -ь 45 _ с 

48 > 4 ы 98 

откуда р 

ая «В, 9+, #4 С, (19) 

г А,В,С - произвольняя постсянныя. ‚Уравненая (19) спредфля- 

57ъ, очевидно, прямую лан1ю. Итак, кривизна тождественно рав- 

на нулю для прямой лини и только для прямой. 

Обракаясь кз форнуя (15), замфзаенъ, 30 необходимниь й 

достаточнииь услов1емв для того, зтоби кривизна равнялась нуль, 

слувать три равенства: 

у Зи в, тут, ии ©, (20) 

с$ которнни ин уже воерёзались`в$ параграф Б-мъ. Сопоставляя 

этоть результать съ предыдущимь, виидм$; что три равенотва(20) 

тондественно имфитъ ‘вето во всёхз тозкахь прямой лини и толь 

хо пряной. Для всякой `кравой динфи три равенства (20) могут 

одновременно визтЬ ВСТО ЛИШЬ 55 ОТДЛЬНЫХЬ, ИОКЛОЗИРеЛЬНИХЬ 

тоЗкахФ. 

Отложимь на главной нормали в$ положительную сторону отъ 

точки М кривой отрёзокъ МО, равкий рад1усу вривизна @ „Тозка С 

назувается детронз кри визнн, а кругъ, описан- 

ний изъ С`какъ изъ ‘центра рад1усомт = $ в соприкасающейся 

плоскости, назырается кругонз Ериваизныя. ‚Нако- 
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нель, перпендикулярь. возотавленний изъ центра кривизни къ с0- 

прикасаюнейся плоскости, вазывается ссью кривизни: 

ось. кривизны, очевидно, нараллельна бинормали. 

Называя ч2резЪ а,5,с коордикатны центра кривизни С Е 

20958 М (4, 4,2) денной кривой, инфенъ очевидно 

#-и*@, 2-25, = 7+8, (21) 

зекъ какь отрфзокз № ревенф радфусу кривизни © и образует 

съ осями углы, косивусы которихь суть 4 п,а, а потому поо- 

види этого отрфзкг на.оси координатъ, выражаения разностями 

а-х, Б-у, с-= координат тозекь Си М, равны зоотвётотвенно 

й ‚ве иво. 

Кругъ &ривизны новно также опредфлить какъ предвльное 

положен1е круга, проходящаго черезз три безконечно-близктя 

тозки кривой, Возьмень на кризсй ток точки и, Ми |', соот- 

вфРоТвующая зназен1яиь параметра $, 1 Аф а 1+". 

Кругз, проходян1й ч3резЪ эти три тозк зожехЕ опредёлить 

какъ сфзев1е плоскости МА!’ со сферой, проходящей `‘Зерезъ 15 

%е три точки, Для большаго удобства моженмз, крой того, ву- 

брать эту сферу такв, чтоби центр ея лехаль въ плоскости ми” 

8% ТаконЪ ©лу92% кругъ, о которсиз иделъ р5зь, будетъ бель- 

пииъ кругонв этой оферн, и слёдовательно радфусв $го равене 

редтуот В сферы, а центрь совпедаеть съ центром (а,Ъ,с) сфе- 

ри. Ураввенае сферя имзетф вид: 

ак" (22) 
Параметры а,Ъ,с,В опредфляются изв услов1й, чтобы сфера про- 

, 
ходила черезь точки М,№,№ и чтобн цевтръ ея леваль в® пло- 



- 24 - 

скобти мк. Переходя зат$нз къ предзлу въ предполсжен1и, что 

точки Мн М сливаются съ точкой М, замфчаень, что плоскость 

ми" обрадается въ соприкасающуюся плоскость, уравнен1е ко- 

Торой инфетъ видъ 

Ч -®) 4 м (1-у) + у (7-5) э0 

{си. &5), и слёдовательно посл днее условте выражается ра- 

ВОЕСТВОМЪ 

“(ет (Чу) ев) =° <) 
Перенося вз уравненаи (22) член В* въ лёвую часть и занфняя 

текущая координат С, У функаяни Ч. $ ($). (6) изъ 

уравнея1й (4) данной кривой, получаем нЗкоторую функцию #(+) 

таранетра 4; такимъ образонь мы полагаемъ 

В рае ие чие-ер А" 

=-а) (уе Е-в) —7*, (24) 

при чемъ ут опредёдяются уравнен1ями данной кривой. По ус- 

лсвзю сфера доляна проходять 3ерез$ точки м, м’, соотв$т- 

ствуюн1я зназенаяме &, 1+ ДЕ и + Л'5 параметра; слёдо- 

вательно ин должня ихёть 

2($) 0, РДУ) =0, (и ДД) =0. 

Мы уже разбнатривали уравнен1я подобнаго типа и `видёли, что В 

предёлв для Дь-о0, ЛА! =0 система, написанная випе, да- 

етъ намъ 

=, ма) о, (30. 

Вставляя вызсто Р(%) его выражен1е {24), получаем: 

(х-а} + (у-ьу 1 (2-0)* = в* 

{х-а) х'#(у-ь) у (2-0) в'=0 

.(х-а) х".+(у-Ь) у’ (0) в" Е ХИУЙЬа" =0.. 
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Умнокая второе и третье уравнен{я на’ -1, замфняя во втором®. 

7", у’, %' пропори1овальными имъ косинусаии х ‚д , и уг- 

ловъ, образуенихь касательной сз осями, далфе замфчая, что 

хф у" абв! * 

и присоединяя наконень уравнен1е (23), полузаемь слёдующя 

четыре соотношензя: 

«(а-=) +и(* -у) * К(е-Е) = 
я(а -9) (4-9) НИЕ -Е) 0 

“(а -} ее ест) =" (25) 

ау уе), 
иЗЪ КОТОрыхь можем опредфлить а,Ъ,с,В. Первыя два изз урав- 

неньё (25) однородны относительно а-х, Б5-у, с-2; изъ НИХЬ 

слфдуетъ, что упонянутия разности пропорщ{ональнн детерминан- 

тамъ второго порядка, составленнимь из» элементов® м ‚г 

и“ ‚Л а ; НО детерыинанти эти равин фтп (см. 86), и 

слёдовательнос мы получаенъ 

е-Е= Ит, {26} аи тиф, Ф-у ит, 

тд К - факторъ пропориональности. Вставляя внразеня (26) 

въ третье изъ уравнен1и (25), нолузаенъ 

С “ 
чи =)’, 

откуда ° й 

РЕ (ат) 
5х" 

В5 $ 6 мн имвли , ани в. 

8/3 - 37% ы 

слёдовательнс : 
Вик" ^ веб" "бк „ _ 

5%’ = в в’ 55" в" 7 в! ЗЕ - ви 
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али, такф какъ Бх'х" = в5' 3", ТО 

ПЕРА ЕТ В: 2 ия 8 ии иг 9 
Вотавляя в$ формулу (27), имбемъ 

Е 

, РНЕ ВЛЬ 

Хот ак а ы 

# слёдовательно, сравнивая сз Формулой (14), получвень К =$ 

248 © - радфусь кривизны. Внося эначен1е к въ равенства(26), 

получаем 
ы а-х = №, Ъ-у = не, 0-8 = пе 

или . 
а-жф, Б = уше, с= 2 . 

Сопоставкляя эти виражен1я а,Ъ,с съ равенстваки (21), 

видим, Что центр$ нашего круга совпедаетъ с центронъ кри- 

визны; такъ какт кром® того по саиому евоему опредфлев1ю 

хрупь, разсматриваемей вами, лекить въ соприкесеюцейся ило- 

= окости и проходить черезъ точку М данной кривой, тп очевид- 

80 онф совпадает» сз кругомз кривизны. Воли бы мн еке вос- 

исльзовались зетвертянт изъ уравнеЕйй (25), то. по подота- 

новЕВ зъ него виреженй а-х, Ъ-у, о-в, получили би 

= И (Ёве в) = 6" , 

откуда В = © (иВие - существезво полсяительни), т, е. 

радёуев круга ревень радрусу кривизни, что впрочень вепо- 

средетвенис очевидно изь предтествующего. 

3. КРУЗЕНТИ (ВТОРАЯ КРИВИЗВА); 

УЛН ЗЕВНБТ- РВЕНЕТ, 

кривизна кривой лин1и, какъ лвствует® изъ самаго ея 
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опредфленя, служить ифрой укловеня кривой отъ прямой ли- 

наи (ср. гл.Г). Для пространственной кривой возможно еще 

поставить вопросъ о степени уклонен1я ея отъ плоской линлн. 

Изыокивея ибру для этого уклонен1я, придекв къ понятю о 

такъ называенок$ кручентв (или второй кривизн$} 

крирой. 

Разомотримь предварительио произвольную плоскую кри- 

вую. Очевидно, Что соприкасающаяся плоскость въ любой точ- 

#8 этой кривой совпадает» съ плоскостью, вф которой лежитъ 

данная кривая. Такимь образомъ, соприкасающаяся плоскость 

не измфняеть своего положен1я при перемёщензи точки по пло- 

ской кривой, и слфдовательнс вс? биворьели плоской кривой 

между собой пареллеленя. 

Резонотринъ теперь какую-нибудь пространственную кри- 

вур и возьмем на ней двё точки Мк № (черт.10), соотвёт- 

ствующая значентянь $ и 

3+ Аз параметра, вз функ- 

ц1и котораго выражени хо- 

ординат д, у.2 тозекз дан- 

ной Кривой. бопракасаюяая- 

ся плоскости зз точкахь М 

и №, вообще говоря, отлизни 

одна отз другой, и отепень 

уклоненля дуги кривой № 

Черт.10. отъ дуги плоской кривой но- 

жеть бызь охарактеризована 
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урдомз между упомянутыми плоскостями или равным ему урломъ 

А у мехду бинормалями их и №Р въ тозкахъ Ми №. Величина 

увла, Ау указнваеть, насколько кривая уклоняется, на про- 

тяжен1и дури ММ, отъ соприкасающейся плоскости въ точк8 М. 

Возьиемъ отнопен1е угла Д у къ дуг$ МК; предёль этого 07- 

вомензя, въ предположенаи, что тозка № неогранизенно прибли- 

навтоя кф точ №, назнвается крузендемь (второй 

кривизной} кривой въ тозкф М, а обратная. величина крузензя 

назнвается радтусочь крузен1я (или радау- 

сонз второй кривизны). Внберзы® ва даяной кривой нфкоторую 

зозку А за начало счета дугъ; обозназая длину дуги АМ 3ерезъ 

=.-а дливу дуга АМ - черезъ зРДз, имен ИМ -Д в и 

слёдовательно, если условимоя обозназать кручен1е через® Т, 

а редзусь кручон1я - черезъ г, то полузаенъ 

57-2 = в». АИ (1) 
д 

При этом, переходз къ предфлу соверпаемь, предполагая, что 

приращения пареметра №, а слёдовательно и Д в отренятся 

‘кв пулю. Для опредфленая угла Ду между двуня бнноривлями 

поступинь соверненно адалогично тому, какз поетупали вв пред- 

‘вествурцень параграф, а иненно изз вазала координат 0 опи- 

пень сферу радлуса = 1 и будемъ проводить редтуен ош, Оп... 

эпой сфери, параллельняе бинорналямв данной кривой; притом 

в; направленфи, совпадеющень съ положительнямь ваправленземь 

` кавдов бикориали. Каждый изъ этихз радфусовь опредфляеть на 

сфер$ одиу точку, вапринёръ раду Оп - дочку в, с00т8$т- 



- 217 - 

ствующую точкф М данной кривой. При перемфцени точки М по 

данной Кривой, точка шп перемёцается по сфер8 и описываеть 

НЗкоторую лин1ю, которая называется сферической 

яндикатрисой бинормалей данной кривой. 

Зоординаты точки в на этой индикатрисв, какъ проекизи раку 

са-вектора Ош на оси координать, равны, очевидно, косинусаиз 

Ч. м, У урловъ, образуемчхь бинормалью даеной кривой въ 

‘точк$ М с5 осями координат (закз какз ОМ = 1 и такъ какъ ва= 

правлен1е ош совпалаетв съ направлен1емь бинормала). Пользу- 

ясь уравнен1ями данной кривой, получаемъ 4 ‚м, 9 в5 функ- 

Ци параметра %; равенства, къ которымз приходимъ 

4), м 1) , =), (2) 

служат уравненаяии индикатрися. Уголь ду бинормалей въ 

тозкахз Ми К равенъ, очевидно, углу между рад?усами Ош я 

Ор или, безразлизно, дуг® большого круга, проведенной мехду 

точками шии по нашей сфер рад1уса = 1. Повторяя разсу- 

жденля преднествующаго параграфа относительно индикатрися 

касательняхь, докажеме, что предёль отношен1я упомянутой ду- 

ги большого круга къ дуг8 Д в кривой равень предёлу отноие-_ 

ная дури ша пидикатрисы кз той же дуг Л з. Таким образомв, 

если условимон оточитывать дуги сферической индикатрисн ба- 

норналей отъ точки а (ч4ерт.10), соотвфтслвующей точк$ А дан- 

ной кривой, и обозначим» дуги индикатриси аш И ав соотв$т- 

ственно черезь (, и черезь 0+ Дб , то равенство (1)нож- 

но замёнить другимь, равноснльнинь ему: 

2. 2 АВ (3. 67 =. 1% 
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Дёля зислитель и знаменатель дроби въ равенств$ (3) ва ДЪ, 

получаемь: Аб ИЯ рр 
р. АЕ. в = 9 (4) 5 и = у. р 

ДЕ ие 

Кручен16, таким образомъ, равно отномен1ю пооизводнихь или 

дифференц1аловъ дуги индикатрисн бинормалей и дуги девкой 

кривой. Такь какъ координата точки индикатоису равны «/ „м. 

у, то , 
О (5) 

й олздовательно 

ра + У а у ми (2) 

й $’ О 

Двойной знак поредь хвадратиныв радикаломт ставииъ для 10- 

по, чтобн указать ва вОЗмОннооть какъ положительнихь, текь и 

стрицательнихь значенай крученая, вь отлиз1е отъ кризизня, 

зоторую считаемъ сунесотвенно-положительной, Вопо9с5 о вибо- 

р$ въ каждомъ данномъ случа$ того или другоро изъ двухз зна 

ковф пока оставляех® в$ сторснй; для оазрёщенля его олвдова: 

‘ло бя преобразовать правую часть равенства (6) так,  этобя 

освободиться эт радикала. - Уннокая чиолитель и знаменатель 

правой Части форнулн (8) на 4%, можекъ ве представить ете Еъ 

олвдубщемь видё: 

о ВС 
Для того зтобн установить знекъ крученя к получить 

вмф078 съ тив боле улобную Формулу для кручеяля, намъ не- 

обходимо поелварительно вявести восьиа важнчя соотноментя, 
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извфстныя подъ назван1емь формуль Зегге%- Ргепе%. 

Формулы эти выражают» производныя девяти кобинусовФ “ ‚в, Г. 

$, ш, п, у, д, У 10 4УГ8 в въ, функ Этих ве косинусов 

в рад1усовь кривизны и кручен1я о иг; предполагая, что ко- 

ординатя точекъ данной кривой выражен въ функцти параметра %, 

будемз имфть въ лфвыхь частях» форнуль отвоченуя дифферени1а- 

ловз косинусовъ къ дифференцфалу дуги. Вече вяводз Формуль 

Серре съ производных косинусов? «; Г ‚ 1.0. косивусовь 

угловь, образуенихь касательной ов осями координать. 

Мы имбли (83): 

к. р ‚Д-# (8) 

Дифференцируя по % 

РО: ЗЕ ы--Ы 6" _ 34 _ 5'у”-в"у' 

з' вв 5! 

г 3 "А" - 5"2' = = 
45 37 

Сопоставляя с5 виражентями для косинусовъ фи, п угловв глав- 

ной норнали сз осями ($6) и с5 вуражененъ рад1уса кривизни $ 

(37), полузаемь первую группу форнулъ берре-@реке: 

Фо о м р м (9) 
72 $’ 6 $’ в: и 

Такз какъ х,л , Г ЗуТЬ ви$с75 6$ 753 координаты точки 

на сферя ческой индикатоисв касательнухь (си, $7) и слёдова- 

тельно производния ‚ в Г вропорнфональня косинусамъ 

угловь, образуемнкь касательной кз индикатрисв съ осями ко- 

ординать, ‘то изъ форнулз (9) можно вывести олЯдующев заклю- 
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3е116: касательная кз сферической 

яандякатрие $ касательных парад- 

лельна славной нормали 55 соот- 

в тотвуюцей тозк& данной кривой. 

Возводя равенство (9) въ квадрат» в складывая, получа- 

емз: ам вара” — брала 1 
48 * о Ш 2 

или, по извлечен1и корня и умножен1и на 4в: 

г _ 10 #4 = (10) 

г4$ $ - дуга индикатриоск. формула (10) получается также не- 

посредственно изъ самаго опредёленая рад1уса кривизян (ср.87). 

‘она даеть внраженае дизференц1ала дуги индикатрисы касатель- 

НЕХь через» дифференшаль дуги данной кривой и радфуса кри- 

визны. 

Для того чтобы вывести вторую группу Фформулъ берре-Фре- 

не, обращаемся къ соотношеваямз (см. & 6, формулн 4): 

-* МЕ" = 34-1, 2+” + ва] = 0, 

Нмфрцииь ифото для КОСИНуСовЪ д ‚д, 1 1 ‚ И, И УРлОВ 

образуеняхь касательной и бинормалью сз осями координать, Диф- 

ференцируя эти соотвощен1я и дфля на $', получаем: 

| ЕЁ 94 ЕЕ: 
= + =, 

31 98 0, 54 43 54 85 

‚4 вла 
Вставляя во второе изъ этих равенствь вуражензя ав? ЕР дв 

изь фориуль (9), инремз: 

4. 1 & 1 . в на & = Е чи) = 0; 
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сухна Н + ам + пу, какф извфотно, равна нулю волёдотв1е 

перпендикулярности бивормали и главной нормали (см. $ 6, 30р- 

муля 2}, и такимь образомъ оконзательно получаемъ: 

и и" та 
Кр м (11} 

Равенства (11) можно разснатрнвать какъ линейныя однободныя 

. а дм ат 
уравнен1я относительно нвизвёстныхе 44. Ре, ——услвдо- 

аз аз 43 

вательно эти производния пропорцТональны детернинантамь вто- 

рого порядка, составленнимь изъ элементовь +, и (у, х, 

Л, 7 . Такъ какъ съ другой стороны эти детерниканти равны 

соотвётетвенно {, в, п (см, & 8, формули 3), то получаем: 

2 м. 9 = о т, и = Мы ‚ (12} 

РАВ к - факторъ пропорцфональности. Возводя равенства (12) 

85 квадратъ и складивая, получаемъ: 

а ди 2 ЗУ 
94 + (99 + | = к фи + | = к", 

ИЛИ 
. 1 

сопоставляя съ форнулой (7): К° = ть 

г48 к - рад1ус$ кручен1я, Извлекая изъ двухз частей квадрат- 

ий хоревь, нием: 

ит, {33} 

при ченз въ дбвой заоти инфемъ количество вполнв спредфлен- 

ное в по велизинф и по знаку (к опредбляется любим взъ. ра- 

венствь 12), а въ правой засти входить рад! ув крузчен1я т, 
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знакъ котораго у нас пока не установленъ. Условимся въ ра- 

венств$ (18) всегда брать верхн1й знакъ (+); этимь самниз м 

устанавливаем знакь рад1уса кручен1я и такимь образом® до- 

полняем$ опредфлен1е кручен1я, данное въ началй параграфа. 

Равенство (13) принимает видв к = : ‚ И изъ формуле (12) 

получаем, по подотановк® значеня к: 

2 _ # м ел 2 _ в 
ря 7’ 9 % 2 % 

Равонотва (14) образують вторую группу форнуль берре-Френе. 

` (14) 

Такъ какъ 4 ‚м, и равкч координатамъ точки ча сфериче- 

о кой индикатрисф бинормалей, то изъ фоомуль (14) непосред- 

венно заключает, 310 касательная кз сфе- 

ризеской иандикатрисё бинормиалей 

параллельна главной норниали в 

соотв тств у не. тозк данной кри- 

вой. Для доказательства стоить лишь: повторить оззсужде- 

нтя, приведенния вуне по поводу первой группы формуль бер- 

ре-Френе. Для дифференциала дуги И индикатрися бинормалей 

инфемъ выражена в 

д. (15) 

непосредственно вчтекаюнее изъ основной формулы (4} для кру- 

чен1я. Олёдуеть однако замфтить, что при этомь, въ$ отличе 

075 обичнаро вашего услов1я, иы должни въ выражензи диффе- 

ренцлала дуги индикатрисы черёзъ производния координатъ 

Ч ИУ. 

‚допускать перед» радикаломв 107$ или нной изъ двухъ. знаковъ, 
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такз какъ радфусъ кручен1я, входящлй въ равенство (15), мо- 

жеть бить и положительнииь и отрипательнииь, и слёдовательно 

знакъ Я в можеть или совпадать со знакоив 4, с5 оторуиз 

совпадаетъ знакъ =, или бить ему противоположняме. Воли бн 

мы пожелели сохранить неязм$нним? наше общее услов1е относи- 

тельно знака дифференилела дуги, то равенство (15} приплось 

бы замзнить равенотвомь 

дб. (16) 
“ 

гдз черезь |: ] обозназена абсолютная величина в, 

Обрацаемся наконець къ вуводу тоетьей группи формуле 

Серре-@рене. Для этой цфли продифференцируенъ состнопенфя: 

ЗР=1, За = 0, 52. о 

{сн. $8, формуля 2), пон чемв подузаене: 

50-0, 5 » 2 ет =0, ет 

Пользуясь форнулани (9) и (14), имёеиъ: 

519 1 зб фри тао Е" ба $ 3 $ её ив; 

й 
5644 1 8-1 (тара) = т, 

98 г в : г 

. ак & 
Ветавляя полученныя зназеная суммъ. я 51-Е во вто- 

рое и третье изз равенствз (17) ‘и перенося ъти злени въ пра- 

выя части, имфенъ окончательно; 

. 1 Ё.72 бя. 2. 2 д Е бт. 2. 7. 
5“ 2 -^ Е-2 

2 

у 

ЗО м п а 
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Е 10 { 18 ПИ ар ие --ф с 
Унноная Первое уравненйе на ©, второе на 6, третье на 7 и 

окладивая, получаенмъ: 

Са *(58 дн и) и "(ух ки + п) == = 

= _ 
ы . я ? 

или, Факв какъ 

5% И + -ь Ара, ук ый и/-0 

{м. $ в, формулн 2) то окончательно 

2 [а 4 
я =- .. (19) 

Аналорично долучимъ: 

р | у 
м `` (20) 

Равенства (19) и (20) обрезуютъ третью группу формуль берре- 

-#рене. 

Внписчвая изъ каждой срупин рорнуле (оевенства 9, 14, 

49) первую формулу, получаемъ три равенства 

их _ # её д м _ в и - И. -, @5 

в котория вкодять только три косинуса и, {[, 4 . Совершая 

круговуй перестановку буквз, получиив еще двф групия равенстве, 

во три въ какдомъ, аналогичння груци® равенствъ (21); вторая 

изъ нихь содержит косинус 4, п, м, а трелья - косинуся 

Г. в У. бовокупность нсфхъ этих равенствь исзерпываетв де- 

вять форнулз Серре-френе. 

| Вводя снова визето а“, аё, 2, 4з ихъ выраяенфя изъ 

равенствъ: 
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а = д’, ай = Иа, 2 фа, 5-56, 

моженъ переписать формули (21) епб вв олёдующемь вид®: 

и # РР х_ К ео ---Я, =. (22) 

гд8 акдентани обозначени дифферен пирован1я по параметру %, 

Остальння шесть формуль берре-@рене полузаются изъ равенствъ 

{22) круговой замфной буквъ. 

Ны имбемь теперь возможность вивести формулу для кру- 

чен1я, свободную отъ радикаловъ. Для этой ‘цФли обратимся к$® 

форнулаит (8), изъ которнхъ 

(=а4’, 25/97”, ==. (23) 

Дифференцируя 1-ое равенство по % и принимая во внинан]е 

1-се изъ равенствь (22), инфемз: 

и 4. 

я (24) 

Дафференциоуя епе р2з$ по ® и пользуясь равенотвами (22), 

получаемь: 

р род ° ро “2, у =- и. 53 и’а р 25 и - [== ==] Е *(: ие } 

Поступая аналогизно ос 2-иъ и З-нь изъ равенствз (23), ^ по- 

дучаем$ равенства, котосня вогут$ быть получены изв ра- 

венствъ. (24) и (25) круговой замёной буквз. Въ результат® 

ия выразили производныя х,у,= ДО 3-го порядка черезз 9 

косинусов» ©, 9, $. в, в, Я м. у. 

Уннохая равенство (25) и два другихъ, получаемыхь изъ 

ГЛАВА 11. Чисть.15-ый. 
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него круговой замфной букве, на 7, м ‚ У и скледувая, имФекь 

3 

9” — г (26) 

Внося сюда вуражен1я «, д, У ($5) и радфуса кривизня Ф 

1 . 
($7, форк.15), получаем для крузен1я = выражене: 

р 

_ зк" (ута" у'в!} 

5 (у'=“ _ у"2' 2 ни 
Ц 

Легко узмотрёть, чло сумма, находящаяся вз зислител® правой 

засти преднествующаго равенства, можеть буть представлена 

ВЕ ВИД детернинанта 
к‘ у’ х’ 

у" #1, (27) 

(" у" =“ 

въ саномъ ДВ, сазлагая этотъ детерминанть по элементамь 

послфдней строки. получаемь низнно ту сумму, 0 которой 

идеть рёчь. Такимз образонъ мы полузаенъ слёдующее вура- 

#е51е для кручен1я пространственной кривой: 

(28) 

4 = рун 
% (97-#) 

Полученная фориула нз содержить радикаловъ и опред®ляеть 

крузенте кекъ по абсолютной велизинв, такз и по знаку; нри- 

томь, такъ какт зчаменатель равень сумнф квадратовь и сл8- 

довательно супествеяно пололителемъ, то звакъ кручен1я об- 
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ратенъь знаку детерминанта (27}, который намъ уве приходи- 

лось разсматриветь въ параграф 5-иъ. Мы показали тамъ, что 

точка, перемфиающаяся по данной кривой =$ положительном® 

направлени, въ зависиности от того или другого знака де- 

териинанта (27), переходит» нли съ отридательной осторонн 

соприкасахлейся плоскости на положительную, или наоборотз. 

Такимф образомь ножемь сказать. что при положительном» кру- 

чев1и коивая переходить съ полодительной стороны соприкаса- 

юцейся плоскости на отрипательную, пон отрицательном - ва- 

оборотъ. Вбобразнив се6$ наблюдателя. находяцагося на глав- 

ной нормали (см. черт.11} въ положительнуе сторону от® т0ч- 

Черт. 11. 

ки М кривой, притомъ обраленнаго липрыъ къ то9к$ Ми стояца- 

го параллельно бинормали. Для такого каблюдателя движен1е 

точки, поднимающейся вверхь по кривой, вз сиеннооти 

3$ точкой И, будетъ совертаться въ первомз случа сп ра- 

ва налёво, поитомь независино отъ того, куда обра- 

цень головой наблюдатель - вз положнтельную или отрицатель- 

ную сторони по бинорнела, Наоборот, во второмв случай (пои 

отрипательномь крузен1и) для того яе наблидетеля авижен1е 



- 228 - 

той же точки будеть соверпаться слёва направо. 

Такъ каке в омежновти съ точкой М кривая ‘находится в$ сто- 

рону положительной главной нормали отъ спрямляюней плоско- 

сти =. (зерт.11), то она какь бы закручивается кругомъ 

внпеупомянутаго наблюдателя, и можно сказать, что при поло- 

хительном» крузен!и кривая закручивается справа на- 

д во, а при отрицательном - слфва направо, 

эсли условимся разсматривать то направлен1е на кривой, при 

котором движущаяся точка представляется наблюдателю подни- 

хаюцейся вверхе (55 смежности 0$ точкой М). 

ин вывели такинмь образомъ критер1н, который легко по- 

зволяет® опредёлять знакъ крузен1я в% произвольной тТОЗкВ 

кривой. Занфтинз при этомъ, что критер1й. нап вовсе не 32- 

виситв 07$ выбора положительнаго направлен1я на касательной 

кривой (на оси Е чертежа 31), такъ как полоязнте наблуха- 

теля онредфляется положительным» направленземъ главной вор- 

нали, которое совершенно не зависить оть того, какое напра- 

влензе на касательной вяберенъ за положительное, и всецело 

характеризуется расположен1ема кривой въ. снежности съ точ- 

кой И. (си; $ 8), В этомъ заключается. существенное преину- 

цебтво: вновь выведеннаго критер1я надз тёнъ, который непо- 

средственно слёдуеть #35 результатову параврафе 5-го. отно- 

сифельно’. знака детерминанта (27); вз`самомъ.дфлв,. положи- 

тельно направленте:кривой: которое. входило: 3$ наши. прежня 

обраненая, веть’ направлен1е возрастануя. пераметра. $ си 

[637 елько ‘ионеть ифняться: ов введантент: новаго. паранет- 
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ра; такиив образоиъ ны избавились теперь от5 1ёхъ элемен- 

товь случайности, которые вносить внборь параметра и ви- 

димз, что знакъ кручен1я зависить лишь отъ вида самой кри- 

ВОЙ И НИСКОЛЬКО Ве зависить’ отз той формы, вв которой да- 

ин ея уравнен1я. 

Возвращаясь кз формул (28), ножемъ представить ве 

5$ нфоколько иномъ вяд%, пользуясь формулой для радлуса 

кривизны ($7, форнула 15). Опредёляя изъ этой посл%д- 

ней сунну ‘З(у'2"- у”’а')” и подставляя, получаен$ въ ре- 

зультатв: Их У Е’ 

и 8% „ и и {29) 

Еее 7 #, 
„7 я” у 

В5 частности, если параметръ & равенъ дуг8 в, 70 3'=1 

и слёдовательно 
я 

= - —овя м" #” ” (30) 

„де 5” ры 

Въ начал настояцаго параграфа ин показали, что. вс$ 

бивернали плоской кривой параллельны между собою. Отовда. 

заключаемз, что уголь Ау биворналей ‘въ -двухъ безконечно- 

-близкихь точках плоской кривой всегда равенъ нулю и сл8- 

довательно ‘Кручен1е, хакъ предёль отношентя этого угла. къ. 

дуг, тождественно равно нулю ‘для всфхь точекъ плоской кри 

вой. 

`Докажемв обратно, ‘что если крученфе нозезаеть для‘. 
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вс$хъ точек данной кривой, то кривая эте плоская. Обрацг- 

= 1 
ясь кБ формул (28), видимъ, что 1-0, вм ямфеть м$- 

сто равенство 

и’ и’ р 

й 
” #" 73 -@ {31.) 

=" у" х" 

Пра этомь необходимо допустить, что въ числв трехь мино- 

ровъ 2-го порядка, соотефтотвующихь элементаиъ послёдней 

строки опредёлителя Еф лёвой части равенства (31}, есть по 

крайней м$рф одинъ, отличный отъ нуля. Въ самомъ дёлВ, зна- 

меватель взражея1я (28) равенф сумнф квадратов» упоияну- 

тих миноровъ, и слёдовательно при одновременномъ исчеза- 

ЕТИ 808Х$ трехъ миноровв крузенае бчло бн неопредвлея- 

$. В $7 вы показали, 370 три равеяства 

хи ху =, у’ -у 

одновременно инфютЪ изсто во всфяъЪ точкахь лиы1и ТОЛЬКО Въ 

томъ случаб, если эта лин1я - прямая. Такииз образом, пред- 

полагая, это амфемъ дБло съ кривой линйфей, ны долины допу- 

стить, что во крайней $08 одинф изъ выпеуйонянутяхь нино- 

ровъ не исчезаеть товдественно для вофхь тозекъ кривой. Пусть 

такияь свойствонх обладает нинорз, СоотВтОтВуЖАй элементу 

2”; если бя наоборот® оказалось, что этоть минорь тохде- 

ственно равенъ нулю, а отличенз отъ нуля кекой-лябо изъ 2-хъ 

остальнихь ниноровф, то, изыёняя назван1я осей, ми всегда бя 

привели этоть случай къ предиествующему. Итакъ допустимъ, что 



и разложимъ опредфлитель, находящ1йся вз лфвой засти ра- 

веяетва (31), по эленентан» послфдней строки; при этомъ 

получиме” 

г у'5' 2х! Бу" ри И о. 

у 2" 2' я" хуи 

еренося первяе два члене въ правую честь равенства и д#- 

ля ва коэффиценть при 2” › завёдомо отличный отв вуля по 

нашену предположенаю, получаем 

"= иль ву” (32) 

гд$ через» А и В обозназени взятья ©с знаком минуст отно- 

пеня перваго и второго нивововъ &з третьему. Замфняя в® 

опред®лителв, находянемоя въ лёвой части равенства (31), 

элементы третьей строки элементами сначала втосой, а потомъ 

первой ‘строки, получаеиъ тождеетвенно исзезаюн1е опред®ли- 

тели; 

ху’ 2 ху’ 2. 

"оу" 2" | х" у" а“ 

ху" 2" =! у’ 2' 

Разлагая их по элементам послфднихъ строкз и поступая д2- 

лфе такъ же, какъ воступали выше, получаем дБа равенства; 

2’ в" ву" 

обе ау 
(33) 
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Аяфференцируя первое изъ нихъ по (, получаемь 

= Ак" ВУ Ах Е Ву" 

и, принимая во вннманте равенство {32}: 

би" т Ву =о, (34) 

Точно такъ же, дифференцируя по % второе изъ равенству 

о © и принимея вс вниманзе первое изъ нихъ, получаем: 

+ Во (35) 

Уравнен1я (34) и (25) ‘можно разсматривать какъ линей- 

вчя однородныя относительно неизвёстняхь А’ и В'; детерми- 

нантъ системи 

откуда заключаень, что Ай В - постоянныя. Им$я это въ ви- 

ду, нокенъ второе изъ равенствъ (33) написать въ слёдую- 

щень видз: 

а 

4 
{= - Ах - Ву} 

откуда непосредственно олёдуеть я - Ах - Ву = 

или = 4 * + С (36) 

248 6 - постоянное. - 

Уравненае (36) есть уравнене ПЛОСКОСТИ, И, Им. ВИДИНЪ 

такииь образомв, 9760 всф точки данной кривой лежать въ од- 

Ой ПЛООкОСТИ, Т,е. кривая эта есть плоская кривая. 



9. ПРИЛОЖЕНТЕ ОБЩИХ ЗОР- 

УЛ К ЧАСТНЫМ ПРИНЗРАИЗ; 

ВИНТОВАЯ ЛВНТЯ. 

Мы вывели дёлый рядз общихь бормуль, которыя моженъ 

непосредственно прилагать кз изслёдован1ю любой &ривой.Фор- 

мулы эти содержать производния разлизнихь порядковз по па- 

раметру $; замфтимъ, 370 в5% ихф можно преобразовать такъ, 

чтобы вмфото производныхь вхолили дифференциалы; для этогс 

стоить лишь чиолитель и знаменатель каждой Форнули. умножить 

ва подходящую степень дифферениала параметра $ и имёть въ 

виду равенства 

дх = х' 4, хаха, я - ха 

и имь аналогичния. Такъ, умнохая числифель и знаменатель вя- 

равеная (3 5) ка 44°. получаен: 

_ д. да - ду. 
4 ” ава Е аруя Е акт ака 

Равнямъ образомъ, уннохая на 4% зиолитель и знаменатель вы- 

раненя { ($6), пнбенз: 

_ Ах два 
Г аз Иаехя Е аяуй Райт аа? 

Выражентя для м ‚У водая в;п получаются изъ выранен18 Л 

$ круговой замфной букве. 9:2. Умнохая на’ 45° чиели- 

. . т 
тель в зканенатель выраженя $ (87, форм.14), полузавме: 

1 Уз в аа 0" - д*3^ 
© 95* ы 



- 284 - 

Наконсцо, умножая на 8 числитель и знаменатель выражен1я 

: ($8 40рн.28), имфемз: 

4х ау а*а 

| 2х 4’у 4’а 

$ (Чуда? - ааа 

Формуль, полузеннуя неми, удобно приибняются въ томз слу- 

92%, когде вривая опредёляется двумя уравненлями вида 

В(х,у,8) = 0, (к, у» =) =.0. 

Дифференцируя эти уравнен1я одинъ, два и три раза, приденъ 

КЪ СООТНОШеЕ1Ям%, ПОЗОЦЩЬЯ КОТООНХФ мОЖенъ иоклюЗить вВ0$ 

‘дифференцали координат Я, уз, входяцае въ общ1я формули. 

При этом слёдуеть еще инфть въ виду, 970 

4з* = дх7+9у^Р82*; — а34*в = ака ауа“у + ава*2. 

Обрапаемся къ разсиотр®н1ю зестнаго примфре;а именно 

изслёдуенъ такз назуваеную винтовую линаю. 

Предположивъ, 3т0 имфеиъ кругляй цилиндрь (ом. черт.12) и 

Зерт.12. 
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плоскость; на которой пооведена прямая лин1я АВ. Вудемь 

эту плоскость навертивать на боковую поверхность циличдра; 

тогда прямая АЕ обращается въ нФкоторую линтю на ‘поверхно- 

сти цилиндра, которая и есть виито вая лия1я. 

Аля больтаго удобства ин мояеиъ разснатривать ка пло- 

СКССТИ ПРЯМОУРОЛЬНИКЪ АВСр, предотавляюц1в развернутую 60- 

ковую поверхность пилиндра. Зтотз прямоугольник ин вавер- 

тузаемъ на цилиндрь такъ, чтобу ооБованае эго АВ обратилось 

в$ скружность основеняя цилиндра; при этомъ прямая АВ, про- 

зеденная  подъ угломъ г х$ прямой ВВ, обращается въ вчнто- 

вую ливю АМЕ ва поверхности вилиндра (черт.12). Сано собою 

разум$ется, что мв получаент, такике образом®, лишь ОдинЪ 

ходь винтовой линфи, которая, очевидио, есть лин1я безконеч- 

ная, какф и та пряная, изъ которой она полузена. Изъ сама- 

го образован1я винтовой лини озевидно, зто кратчайшее раз- 

стояне ‘между двумя точками на поверхности цилиндра полу-. 

чныь, проводя черезъ нихъ винтовую линзю; такимъ образомъ 

винтовая лич1я есть такъ називаемая геодезическая 

линая на поверхности цилиндра. 

Этобы получить уравнен1я винтовой ‘лив1и въ возножно 

болфе простомъ видё, выберем® оси координать такъ, чтобн 

ось 2 совпадала съ осью диликдра (см. черт.12), а ось м 

проходила через точку А винтовой личи. При этом" начало 

координать помфпается въ дентр® круга - основаная цилиндра, 

ва окружность которапо нанатывается освован1е АВ пряноуголь- 

вика АВСО (черт.12); радфусф этого круга (радфусз нидиндра) 



-.286 - 

обозначнмь черезъ а. Разснотринъ точку М ВЯНТОВОЙ ЛИНИ: 

координата 2 этой точки равна отрёзку образующей ИМ. ко- 

торий на плоскости служить катетомь прямоугольнаго тре- 

угольника АКК. Въ этомь треугольник$ сдинъ изъ острыхь 

угловъ разенъ Г, а катеть АМ равенф дуг% АМ. окружности 

основан1я. Обозвачая уголь А4О0М черезь 7. ИНЗОмЪ ТЕКиМЪ 

образом А =а9, и олфдовательно 

КЕ {1} 
Координатн д, точки М ВИЕТОВОЙ дани совпадают 65$ ко- 

ординатани ея проекифи К ка плоскость “у. 

Такъ какъ радзусъ-векторв этоя послфдней точки ра- 

енз 2 а образуеть урслъ 7 съ осью, то 

“= ве , #* встр (2) 

Сопоставляя равенстве (1) и (2), полузаенъ три уравнен1я 

ВИНТОВОЙ лини 

еее, дату, оф, (8) 

виравающля 4, у, Х въ функийк произвольнаго пареметра ‹р. 

Дифференцируя уравненля (3), имен 

&х = -ав1л иду, ду - аоовуду, 48 - ар, 

и олздовательнс 

д Иолеляр вабытр себучР р-р 

= Чаоое, ву (4) 
Передъ ‘радикаломъ мн взяли, какъ всегда, знакз +; савдо- 

ветельно за положительное направлен1е отсчета дугф мы при- 

ЕЯЛИ нанравленае возрастаная угла Ч. Вуберемь за начало 

дУГЪ точку &, соотвбтотвующую значен1ю = 0; тогда, ин- 
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тегрируя равенство (4), получеенъ 

9= Арес Я 

откуда . 

р 5 (8) 

Вставляя значенле р въ уравнен1я (3), мы выразинъ коорди- 

натн у, # в% функцуи дуги з. Мы не будемв выполнять на 

баном дёлф этой подстановки, Ес будемз во воеиз дальнай- 

цемъ считать функц1ей в, опредфляемой равенотвомз (6). 

Произвольная Функв]я # оть $ в этомз предположенаи явля- 

ется функцией ст в, и вн инфенз вообще: 

2 бе оо, Е 
& р Ж а. и, (7) 

Примфняя общую формулу (7), | имфем» для косинусовъ урловз, 

образуенихь касательной съ осями координат» (ом. & 3): 

рее 
2-28 = аеобр. в = + оон? ва (8) 

и р ре ный 
мн ВИДИМЪ, 970 Г = в0п8%.; слфдовательно касательная об- 

резуеть постоянный уголь съ осью 4$, а также и съ образую- 

цини цилиндра, котория параллельны -оси 2! таквив образов, 

моземъ сказать, что винтовая лин1я пересфкает$ образую1 я 

цилиЕдра подь постояннямь урломъ. 

Дифференцируя равенства (8) по в и пользуясь фориу- 

лой (7) полузаень вторня производныя: 



В р ^ УР пай ор 3 = ани 
. 2 . (9) д ай зену. вай = — ОЙ вену, 

о 

24 24 г вв : 
Не Рау. Я И, 

3, 
р 

2: = РА гор. ве ой бо (10) 

9 о 
94 

Вставляя выражея1я (9) въ формулу (18) параграфа 7, 

получаенъ: 

во: 

>И 
" 

откуда 

8 = Яве (11) 

Такимь образомь рад1усь кривизны винтовой лиЕ1и им}- 

ез® постоянную величину во вс%хъ точкахь кривой. Подота- 

зляя значеная (9) вторыхъ производных въ форнули парагра- 

$2 6-го, получаемъ: 

=  ваее 6, ве бон = а 

_— адеаяР, вы .. 2 @дес Зе дети = тр (12) 

= 
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Послфднее изъ равенствь (12) показываеть, что главная вор- 

каль перпенднкулярна оси 1; изъ первыхъ двухъ’ заключаент, 

зто она параллельна рад1усу СМ (зерт.12) цилиндра. Знаки 

МИНУС Передь сову Е 810 й указиварть на 10, что положи- 

тельное направлен1е главной нормали противоположно поло- 

жнтельному направленаю радлуса ОМ; такинз образоиз, поло- 

вительная главная нормаль направлена отф точки М къ оси 

пилиндра, которую она, очевидно, пересфкаеть (см. черт.12). 

Вставляенъ наконепф зчачензя производныхь перваго, второ- 

го и третьяго орядковз (формулн 8,9,10} Й значеная © 

(формула 11) въ формулу (30) параграфа 8-го. Въ результа- 

2$ имземь: 

1 - сое ф. ты, сов Д.еёзу, вп 

| 5) : ` . 
1. - а^ вес" о коовы, - вов ‚вто, 0 
г а 

сов? сов 6 
Е -ВИ, - —; +089, 

сов сов*/ . 
- .сову, > а нар 

1. А й _ сов" - 

г а* 5119, ак _ со 

Я’ Е 1щ9 „с д 
= - а’ вес „зы. 295 . 287 (соз*у +в }= - = 28, 

откуда: 

= (18) 



- 240 - 

Мы видимъ таким образоиз, что виктовая лин1я есть 

иривая постоянной кривизны и постояннаро кручензя. Знакъ 

минусь въ форнулз (13} указываеть, что для остраго угла 

Я коузене вивтовой лин1и отрицательно и слёдовательно 

винтовая лин1я закручивается слёва направо для наблюда- 

теля, расположеннаго такъ, какз було указано 55 $8; въ 

данном случа$ этоть наблюдатель можеть быль поставлену 

по направлен1ю оси цилиндра. Воли би уголь Ра буль тупой, 

30 косинусов его быль бы отрицателень и слёдовательно кру- 

чензе было бя положительно; винтовая "ланая в$ этань слу- 

3Заф закручивалась бя справа нал%во. 



ГЛАВА 111. 

ТЕОР1Я ПОВЕРХНОСТЕЙ. 
ЖЖЖЖЖ И КА ЖЖ ИЖ ЖЖЖЖЖЖЖНИЖЖК — ЖАЖЖЖЖЖ ИЖ ЖЖ ЖЖ 

ВВЕЛЕНЕЕ. 

Поверхность, какъ извёотно изь зналитической. геоме- 

три, опредбляетоя одним уравнен1енъ 

(ху = 0 (1) 

в; Декартовыхь координатах (во воемз дальнфйнемь, какь и 

в гл8в$ ТТ, будеиъ въ частности предполагать систену ка- 

ординат пряисугольной}. Разрёшая уравненте {1} относитель- 

50.2, нифемь. 

8-Е {х,у); (2) 

э 2Ъ видЪ уравнен1я поверхности представляетз звачитель- 

ныя удобства для изолёдовантя, и М5 часто имз будеиъ поль- 

зоваться, Пра этоив однако исклюзеютоя изв разомотрён1я 

вов поверхности, уоавнен{1в которихь ве ногутз бить разрф- 

уевы относительно 2. Очевидно, зто подобний случай иметь 

уфото горда, когда уравненае (1) вовсе нё содержить коор- 

динаты, 2. Такимв образомъ, пользуясь уравнентехв вида (2), 

ны исключаем язъ разомотрфн1я поверхности, опредзляемия 

уревненЧани вида 

Р (к,у} = 0, {3) 

1.6. цилиндреческауя поверхности, образуювАя 

ГЛАВА ТТГь Дистф 1-58. 



-2- 

хоторнхь параллельны оси. 

Относительно функцлй Ри #, сходящихь въ уравненя 

(1) и (2), буденъ предполагать, 390 оф допускают» конеч- 

ня, непрернвния поонзеодвнн по &оайней мёрф первыхв трех 

‘порядковь. Для частных» производных первяхь двух поряд- 

#085 функиЛи 2 нс перемённямь х,7 будемв во восемь  даль- 

ЯЗилен употреблять сокоаненняя обозниченя Ноква, 

полагая 

В 98 9 _ (4) 
ра 7 "у = = 

Эх Е у Ре и р му 2 р 

9 пет ’ иду р " 7 Ву? ву" 

Поверхность возисквс ве спредалить понсиью трех 

уравнен1й вида 

х=р {п,у), у= у (п,у), в = (а, у) {5) 

вураяающихь координатн х, у, в вЪ Фунакли двухь гроизволь- 

внхз параметров» л,у. Въ санонъ дфлё, исключая ии у И35 

трех» равенствь (5), хз придемь кз одному уравнен1ю въ Де- 

картовнхь координатахе вида (1). Не трудно усмотрёть, что 

уравненле повезкности, разрфиенное относительно 2, предота- 

вляет$ из5 себя въ зуцности лишь частный случай вистемн(5). 

Въ саномв дёлв, уравненае (2) внолнф равносильно тремз 

уравненаяиь 

х=ц, у=у, в= Е (п,у), {8} 

которня вполнф подходять подв типъ уравненя (5). ны ви- 

Дим такинъ образомь, что къ случаю урарнев1я (2), разрё- 
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шевнаго относительно 2, переходимъ, полагая в$ частноств 

ц=х, у-у, 1.6, вибирая 32 произвольные пз- 

раметри координаты хи, Воли въ урзрневаяхь (5) дединъ 

параметрам и и ‘у опредфленныя звазен1я, то получеиъ 

вполн® опредфленныя значентя для координате х,у, 2. Текимъ 

образом, кевдой парз значен1и и;х соотвётетвуеть вполне 

опредзлечнгея точка ва данной поверхности (одна или н}- 

сколько). Параметря и,у играють, очевидно, роль 

координатЕ на данной поверхности; ихз називають обыкновен- 

0 криволинейннии координатакхи. 

Дедимь изтру у въ уравненаяхь (5) какое-нябудь посто- 

инное зназенте, а параметр а будемз изыфнять.  Уравнентя 

элучаз выражают ху, В функц1и одного 

произвольнаго шараметра п (у иметь заданное  зиоловое 

значен1$) и слёдователько опредёляють нЗкоторую лин1ю - 

гзометрическое ифото тозекф, соотвётотвующикъ данному зна- 

че1ю параметра у ‘и всевозможнимь значен1ямь ларанетра а. 

Лин1я эта, по самону своему опредфлен1ю, лежитъь на данной 

поверхности, Изыфняя значен1е параметра т, получаем цёлее 

ЗЕМСЙСТВО у = солзф. Подобняхь лин1й. Совершенно аналория- 

во имемь второе семейство лин1й и = еопзф.; лин того и 

другоро сенейства казчвают$ координаянняии ди 

н1янми; онф вполЕз аналогичны прямчив, опредёляенчиь 

уравнензями Х= с015%. в у= совз., ГД х ву - Декарто- 

ви косрдинатя на плоскости, 
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Посмотрииь, какз вообие опредёляется произвольная 

янная не данной поверхности. Такз кекз линая въ простран- 

ств моет быть разсматриваема как пересфзене  двухъ 

поверхностей, то сабдовательно, предполерая уравненте ден- 

Ой поверхности вз вид$ (1), произвольную линйю не поверх- 

возти получаем®, присоедичин кз уравнензю (1) произвольное 

уравнен1а 

=0 {7} 

Точкс так +8 ху ступать и 65$ томь случай, когда дан- 

ея поверхность опредёляэтоя уравненлемь вида (2). въ 98- 

стноста ховемт впоочехь предположить, это вв ураваенфе (7) 

58 ВХОдИВ КООрдиНатв *, т,е, друриун словами - пронзволь- 

УЕ ЛИН1ю на данной поверхности получимь, присоединяя К5 

уавизитю (2) произвольное усавиев1е вида 

@ (я - 0 (в) 

Вз самоньы дёлв, мя всегда мокемъ зерезъ любую лин1ю на дан- 

вой поверхности провести пилиндрическую поверхность 05$ об- 

разуютими, параллельнини оси а. Поверхность эта опредфляет- 

ся уравнентенъ вида (3) и пересфкаетв данную поверхност»(2) 

по разоматриваеной лияфи, 

Нредаоложимь наконець, что давая поверхность опред$- 

ляется уоавненАяни вида (5). Присоединяя къ этой систем 

согласно предидунену, уравнев1е (7) в замёняя в® ненъ х,у,2 

ихь выренентяии въ фувкщи параметровь а;у изъ уравнентй 

(5) данной поверхности, получаекь соотномен1е вида: 



у параметрами и и т. ‘Обретно, произвольное < 

да (9) нозволязть в ЗИТЬ ОДИНЪ из Пераметровъ а, 

у въ Функции другого; вотавляя это виражеиае въ форнулы 

(5), получа {$ для х,у,= вырахен1я, содержан1я лишь одинъ 

независимый перахелрь; равенства эти опредфляюта, очевидно, 

накоторув лик1ю, лежапую за данной поверхности. Такикъ 00- 

разомв ии видимь, ато произвольная линая на данной поверх- 

нозти (5) опредзляется ураввен1емь вида (9) ‘иевду дриволи- 

ни координатами н,у. Разрфшая уравнение (9) относи- 

= ТЗЛЬНО п ИН у, моземь эро представить такае вЪ вид$ 

= (у) или = (а). 

сонена, лояек® занбчить уравневте (9) двумя уравнев\яни 

у=я (%, (11) 

аты ц,у 2$ рувкцуи про- 

азвольнаго ‘параметра $. Исключая $ изъ уравненая (11), 

приходим кф одному соотношентю вида (9). Вотавляя выра- 

вев1я я ит и3$ уравнченай (11) въ фориуля (5),. получаемз 

для %,у,й внраженая въ функцаи параметра: %; пслузенния 

тахинъ образомв равенства служатъ уравнен1ями лини, лева- 

ней на данной поверхности и опредзляемой соотновея1яни(11). 

$ 1. ЛИНВИНЫЙ ЭЛЕМВНТЬ ПОВЕРХНОСТИ. 

Предполагая, что данная поверхность опред$ляется 

тремя уравкентями. вида: 
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х-й (п), у= $ (в,у), 2 = д (а, 9, (1) 

разсиотримь на нзй какую-нибудь лчн1ю и опредфлинъ диф- 

ферени1аль дури 9з этой. лив1и. Ва основан1и формулу 

главы 11 имфемъ 

45° = ах” + 9" + 42", (2) 

при чеиь х, у, в опредёляютоя равенотвами (1}, въ ко- 

ТОрнхва и у связаны соотнонен1енв вида 

Фа, чо (3) 
или выражен вь руакаи произвольнаго параметра 4, какъ 

это било указано во введензи. Но совершенно незавизинмо 

От5 ЭТОГО БМЗВЫЬ 

ди- и + р. у 

ЧЕ и 
въ силу однихъ уравненай (1), и слёдовательно 

45° = Вад’ + ЗРацау + ау”, {5) 

24$ для сокраценуя письма зведенн обозначен1я (оордёсно 

-Рауссу): 

2) 9. о ОМ В Ем 
и Ра 

о-в + © 
Коеффийенты Е, Р, 6 вираженя аз* суть виолнф опред- 

ленныя рузкщи параметровь ву въ онлу уравнев1й” (1) 

данной поверхности. Формула (5} принфиима кз любой 

лии1й на данной поверхности; по этой призин® вираненте 
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9в, опредвлязное этой формулой при соверненно ‘ароизволь-- 

ныхь, независимыяь дифферени1алехь ай я ау, назуваезся 

линейнимз элекентомз поверхно- 

сти, Мы видимь, это квадрать линейнего элемента ость 

квадоатичная форна (однородный мнорочлень 2-ой слепани} 

озносительно дирфеоенц1елов$ криволинейныхь координать, а 

коеффицтенти этой форми ‘суть опредёленния функц и этих» 

же координат», зависялдя линь.от5 вида уравненй данной 

поверхности. 

Въ частности, соли поверхность опредфляется однииь 

уравнезлемв вида . 
р А = # (5,5), (7) 

то имвемь (см. ввзден{е): 

и сафдовательно ' 

Вл р”, Р=ро, б=1+0* (3} 

45% =(1Ер®)ах“+ враахду + (1 № 9") ду" (9) 

в поолфднему результату ножвиь призти непосредственно 

вставляя въ фориулу (2) визото ав его выражена 

Е та = + (10) 

Предположииз, зто имЗются двф разлизнихь поверх- 

НООЪН С ОДНИМ И ТФиь же выранентень (5) для ‘квадрата 

динейнаго элемевта. Будемъ називать точки той и другой 

поверхности, ссотвётелвующя одЕИМ и 1$и$ же зкачен1- 
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ян параметров» и,у,- соотвзтетеенвЯми точками, боот- 

В ТСЕвБУЮЩЕЯ ЛЕНТЫ на 20й в другой поверхности; 

Бань геометрическая ибота состьзтервуютихь 

= И 

38 
а © Е и 

3 
и 2 н 

Отсюда слёдуеть, что 

: получазнь 

вф зорзулу 

дуг волу- 

АЯЯ 

Факля ДВ пов зрхчости называются взаннно-налда- 

раюдинынчоя одЕа ва другу. боли рообразимь, 112 од- 

‘ва изв поверхностей осудеслвлева изъ какого-нибудь рибкаро, 

=о нераотявимаго иатерлала, то кожемв вояк?й достаточно ма- 

ляй кусокъ этой поверхности 5ез окладокк и разонвовъ нало- 

жить на соотвзтетвующую часть второй поверхности *"). 

Нрин Фот. Разсмотримь сферу зв центром въ на- 

заль коордикать и радалусомь = В (см. черт.и); уреннокте ея 

* * ямфеть видъ: ур = в. 

*) Возможно впроченъ, что часши первой ‘поверхности дезъ 

складок и разрывовт налазенются ие на вторую поверх- 

ность, а на поверхность вй симнетричную, которая, оче-- 

видно, импетъ тотъ хе линенный элежениъ. 



ВЕСДЯ полярныя координаты в% 

пространств, для точекъ офе- 

ря низемъ: 

8005 сов р, 7-Воозузи, 

Ввти - (33) \ 
—\ ри $ совпадают 35 пи- 

‚ ротой и долготой точки И ива 

серф (3ерт.1), при чемв ва 

эяваторф озитаемь алоскооть ху, а за первий неридфанз -нло- 

окость ах. нирота 7 и долгота $. ОчЗвядНо, граюзъ рсле 

ЗАБСЛИВОЙБЧЕЬ КОСБДННеТЬ 68 #8 сферф, текъ какъ каждой 

тотвузть, въ силу уравнеЕаи (13), 

ноклочая фи 7 изЗЪ ЭТЕХФ убавне- 

эзевидно, 8$ уравеенаю (12). Дирферевцируя 

9х =- Веда усов уар .- Вов уп уар 

ду =- Вашу ва 7 ау + 200зф воз} 7 

5 = Воов уу, 

з зафдоватедьзо 

ав = 4х’ Е 49 1 45 = (ау : со=* и ау’) (14) 

формула (14) огрз эломенля сферы въ крЕВОдЬ- 

й ; мы видима, чРс коеффамаенть Е 

эн въ данвомь случай равень нулю. Зенфтим», зто это везгаа чмй- 

ЭР ыВото, ели хосрАвв 

-СрторРовальнЫ; ЕЬ р 
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суть параллели, г лини у = соввЁ, - меридтанч, и вс$ ли- 

ти перваго земейотва, очевидно, ортоговальны линтямЕ вто- 

рого земейст 

$ 3. КАСАТЕЛЬНЫЯ ПРЯМЯЯ; КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ. 

ВОРНАЛЬ; БОРМАЛ 

Разснотрииз н2 поверхности, опредфляеной уравнечаемь 

Е (х,у,я) = 0 (1) 

точку № съ коордичетами х,у,= (см. 920.2). Черезв эту 

тозку можно провести на поБзохности ехолько угодно резлич- 

ЕНХЬ ЛИНЗЙ И КВ 5аВДОЙ ИЗ$ ЭТИХЬ ЛИНИЙ ВЪ т09к8 № можно 

провести касательную. Поямия, хоторчя получевив такниф об- 

разомь, назыдектея касательнчин пряичини 

АВЕЕОЙ поверхности. В+ 

заядой точкВ поверхво- 

отн, какъ очевидно изъ 

предвествуюнаго, суще- 

зтвузль безаисленкоз 

УНОЖОСТВО каоательныхъь 

Черт 8 й Потому Бо5- 

яиКоотз 5010205 0 г6во- 

нетризесяомъ ис: 3, о5оазуз хи, Предиоложиие, 

что какая-либо изз лин1й, ленакихе на данной поверхности и 

проходянихь через» точку \, опредзляется уравчентень 

9 (м, 1, =) -0, (2) 

которое едздуеть присоединить кр ураввен1ю (1) денной по- 
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зерхности (ем, введен1е), бункщя Фи, ув) удовлетворя- 

этъ при этомъ единственному ограничен1а, а именно опа доля- 

на иозезать для координат точки И; в$ остальнонъ эта функ- 

для внолаз произвольна. Обозназая чвр93ъ & .] , 5 лекуця 

коордянати, иожемъ написать уравнен1я касательной къ раз- 

снатриваеной нами лин1и въ тозкф М въ слёдующемь видф: 

2 А-а, (3) 
и ау я 

дЪйствительно, косинусов угловъ, образуенихь касательвой съ 

осями косрдинате, равнин, какъ извфотно (гл.1Т, $3) 

ей №. 7-21 й сльдовательво пропорпзональны ах, бу 

Ел 4 Е 

и 92. Дифференцаали ах, ду, ав, входяк1е въ уравненйя (3), 

озязаны соотнотен1нии 

котория получатся дирференцирсван1енз уравненай (1) а (2) 

разсиатриваеной чани динфи. Изь равенотвз (4) новенъ опре- 

двлить отношеная между дифферени1аламя ах, ду, аа и зам}- 

вить въ уравненихь (3) 9х, ду, @а  пропор онельниий ам5 

количесльаин (3р. гл.ТТ, 5 3), Вуфето этого ноженъ, наобо- 

роть, въ соотизшентяхь (4), которыя однооодия относительно 

4х, Чу, &в, замфнить зтн дифференцтали пропори1ональняки 

инь разности 8-Я, 7-У, б-ь, яа основания уравие- 

вая (3), Вв резульвать получаемь (ор. га.[Т, 8 8}: 



1 - 

И) +2702) 
2)" -у) > 2 -1)-0 

Два уравненая {5), полученныя ноключентень диреренилаловъ 

4х, ау, ав изъ системи (3) и (4), суть уравиентя касатель- 

ной къ разснатриваеной нами лини. Каждое изв этих» урав- 

ченай въ стаБльности опредёляеть плоскость, при чемь эти 

дв плоскости пзресзкаются по нашей касатольной.Втораи н3$ 

упомянутыхь плоскостей, очевидно, зависить отф вида функ- 

ви. (к, у, =); 9т0 касается до Нзоров, опредфлязной урёв- 

вендень 

2 0+ 9 25-х) =0 (8) 
то она остается неизяфнной ве изыВновли Бункыи 9 (х,у, =), 

# мы видинъ такимь образом, атс всф касательния прлмня, 

КОТОрЕя НОНО Провести в одной тозк$ данной поверхности, 

лзжатъ въ одной плоолости. Плоскость эта назувается к а- 

сательвой плоскостьз и опредфляется 

уравнен1зи® (6); точка (х,у,2) казчзается эя точкой при- 

коснозоная. Въ кавдой точк® поверхнозтч проходить одна 

ваолнь опредёлениая касательная плоскость; исключен1е со- 

стевляють точки (боли онф сукествують), для которнх®  од- 

вовременио исчезать три застнихь производнихь лЗвой части, 

уравнен1н (1) данной повёрхвости. по хуи =&, Раз какБ для 

подобной точки уравиен1е (6) обращается въ тождество а 6л3- 

‘довательно касательная плоскость остановится неопредвленной. 
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Тозки поверхности, для которыхь им ютв Мото равенства 

2$ . в 9% 
5х 27 9, у =9 (7) 

нваютоя обсобнкии точкан Я; иы ихь оставинь 

безъ разсмотрёнля и во восемь дальнфйшемь всегда будешь пред- 

полагать, что для изслфдуеной точки поверхности не имёктв од 

новремевно мёота три равенства (7). 

Вредположинъ, зто поверхность опредёляется: уравненлемъ 

вида 
А в = ЕЁ (х,у), (8) 

Перенося вс} злены в5 лфвую ‘часть, приводимь уравиен1е (3) 

кБ виду (1), при земъ 

В (х,у,8) = а - #(,у) 

и саёдовательно 

Я -#/- р -7 ый 

Уравнен1е (6) касательной плоскости в% тозкф (х,у, =) прини- 

каелф такимф образом видБ 

--р (к) - в (4-5) 4 (8-8 =6 (10) 

иди, по перевесензи двухъ первихз зленовъ вз правую часть: 

б-а = р (6 -*) +9 (7-9 (11) 

Изслёдуемь сзчен1е данной поверхности ея касательной 

ПЛОСКОСТЬЮ $ 109 М (х,у,=). ДлЯ этого неренесень нача- 

‘ло координать въ точку № и примемъ касательную плоскость за 

плоскость ху. Въ этой новой систем координать уравнен1е цо- 

верхности (8) должно удовлетворяться для х=о, учо, а =0 

(для координать точки №), откуда: 
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(оо) = 0 (12) 

а уравненфе (11) должно обратиться вз уравнен1е плоскости ху, 

7.6. 55 & 
= 0, 

куда слфдузтъ, ятс ддя хо, у=о иемь; 

Я ЯР, 77 2-0 (13) 

3$чен1е поверхности оков ху есль плоская кривая, ур-1е 

хоторой получимь, полагая 2=о в$Ф уравиенйи (3) данной по- 

верзхвости. Те изъ образомъ касаззльная плоскость пересфкаеть 

давную поверхность но кривой, уравнен1е КОТОРОЕ (В5 БОВОЙ си- 

СтокВ поординать) иыветь видЬ: 

Е (ху) = 0. {14) 

Равеяотва (12) и (13) показмваюте, что точка М лехить на этой 

&равой и чзс оза сть особая (вообще говори, двойня } 

точка &ривой. Мы ВИДИМ олёдовательно, 3:0 вривая, полузаеная 

в$ сзчен1и поверхности касательной нлоскостью, имфете особую 

{вообще говоря, двойную) точку 35 точкё прикосновеная. Хоро- 

шимв примфромъ можеть служить линейчатая поверхность 2-го по- 

рядка (однополый риперболондь или гиперболическ1и параболо- 

идЪ): произвольная Плоскость перзеёкаеть эту поверхноеть по 

зравой 2-го порядка; ва частности касательная плоскость пере- 

сзкаетъ её по нарф прямихь - прямслинейныхь образующих, про- 

ходянихь че0е3Ъ тозку ПредосновоЕЗя, вотсрая ОЗЕеввдно саувиРу 

двойной точкой для распадаюрейся кривой обченая. 

Прямая, проходящая ч8 а3ь- очку \ поверхассотк и перяен- 



' у <Я + 

‘дикулярная къ соотвзтетвующей каозтельной плоскости, називе- 

270я нормадью поверхности. Урэвчентя ея, какь урев- 

язя пряной, проходящей черезь то9ву (х,у,2) и перизидику- 

лаярной къ пасокости (5) или (11), выбить видъ 

&-х 1-9 _ 4-8 {15) 
2% ай 27 

ай я # 

855 _ 4-5 (18) 

кой фориз - (1) ада (3) намф® 

дано уравнен1з поверхности. Называя 3ерезз х,\,й кооннуся уг 

ловъ, образуемихь ворхалью сЕ озаяни кор $, ИМЗенз #35 

уравненай (15) или (13) 

$: 1-2. м 27 
9х `^ ву 2 

ИЛИ 

Х:#1 Я = чр: таг 

Такъ какф ©00м8 того 

УЕ =, 

зо окончательно получаень 

яя ая 
АЕ › Е == (17) 

У: (95) У" 

4 ИЕ ПО 

ур - 

= - 7 = А, вы 7 {18) * унт-г . 1 уе" 7 . неро! 

ВЪ ЗАависиности 01$ ТОРЭ, опрелфллется ли данкая поверхность 

#й = 

ИЛИ 
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уравневлен» (1) или (3). Формули (17) н (18 квад- 

разные радикели, перздь которими вознозЯс подразумевать знакъ 

+ или -. Выборъ того или другого знака соотвётз этвуеть, 

нс, узтановлен1ю положительнаго непревлентя ва нормали. Усль- 

Еннся, дапоимфрь, 

едъ радикалов РЕ 9* вф таконь случа 

сивусь угле, образуехаго положителениих направлентене нормеди 

ов нами допукенле 320с1 

тоеня урзвизнТячи вв да 

х= (я), у $ (,1), в= К (а, т), (13) 

‘РАЗ @,у - произвольные парзиетри. 4 трудно и 55 этомъ ослучав 

олредфлить косинуся Х,5,2. В5 

пендикулирз #5 хасательасй плоскости, перпендякул 

зознъ касалольнимь Пряхямз 3 ТО9ЕЁ № и мезлу прочих 

и опредфляюрся уб яин (19), В КОЕОрНЯЪ 

авь или У ИЛИ а БАК 0 разонае $ Постоянное, а потсну 

чи двумя касателья оинусн урловъ, образуенихь увоня 

осяни косодинёть, пропорифональни соствфзственно 



въ предесловени, зво * али 

и поезояяжно (сы. гл. 1, $ 8). Изъ перпендикулярностя кориа- 

ява равенстве: 

вс ВнинеН1е еще сооткотен1а 

И. Ш. 
СЕ Ре и —- 9 {21) 

Е ах. 8 . 9 2 Яя 
уе Е м +. -% `%) 

й аазасгия 

&руровой пере 

разонз, ато косинубн Х, 1,2 

раметроеь и,у. Ноларая вь 

разонотрам: 

вормеле поверхности ВЪ 

ЕОрнЕЛЬЗИХЬ 

Гани 111. Тисжь З-0п, 



, 55 (С р 

плоскости и образують пучокъ, иифющ1й осью нормаль. поверхно- 

сти, Въ сфченаи какой-либо нормальной плоскостью данной по- 

верхносоти получается плоская коивая, которая называется 

пориальныиымз оф зеантент въ 1090$ М. Касе- 

тельнея къ зтой кривой въ точкё М должна лежать в$ касатель- 

ой плоскости; слёдозательно она совиздает»в съ прямой, по ко- 

гоя лоомальнея и касательная плоскости. 

$ 8. "ОГИ Ззощая СЕМЕЛСТВА 

ТОВЕРХНОСТЕВ. 

Пусть намв дано убевнен1з, 

Е (19,2, %) = 0, {1) 

гд$ Я - произзольный перзметоь. При зсяком% опредёленномъ 

< уравнен1е (1) опоздзлязте нфкотос;ь повоохность, 

Давзя  разлнання значензя, получаемь разлнания поверкности, 

а слёдовательно ур-1е (1) опредёянезь цёлое сенейст во 

поверхностей, завноянев 01$ одисго произвольнаго па- 

аметоа. Разомот низ дв поверхности сенейства, изъ которчхъ р ы 

первея пусть гоотвзтотвуеть значен1ю партиетра. котсоое обо- 

' зназимь чербзъ Х, 2 вторая - значен1е ИДИ. Первая опре- 

дёфляется уравнен1зно (1), а вт002я - уревизназуиь 

в (ув ДЯ ) = 0, (2). 

Лвё поверхность, о которнхх идеть рфчь, пересфкаются по ли- 

двумя уравненяни (1} 8 (2) вли реввосиль- в1и, опредёляской 

вой системой 
в (ху, а) 

рр ка+аа) Яир) но (2) 

дя 
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Вудемъ теперь приближать Да къ нулю; в5 предфлф, когда 

ДК =0 п слфдовательно вторая поверхность сливается съ 

первой, система (3) привимгетв видъ 

Р (ху, м) =0 

ви, ‚© И.) б (4) 
2х 

. = 

(мн предполаравиз, что функ я ’допускаетв производную но 

) и опредбляеть такъ называемую характернотин- 

& у сенейства, которая можеть быть резсматриваема какъ пре- 

АЗЛЬНОе полоден1е кривой озченая поверхности (1) 05 безко- 

вечно-близкой поверхностью сенейства. На каждой поверхности 

семейства мы имёенз такимъ образсхъ опредФленную лия1ю -09- 

отв фротвующую ха зристику. Геокетрическое н$оРо зо%х$ 

этихь лин1й зоть яфкоторая поверхность, которую пазивакть 

огибающей поьерхвостью давнагс семейства. В06805- 

исжния характеристики получаенз, давая вз уравненяхь (4) 

параметру © воевознокныя постоянныя зназен1я; уравнен13 

геометризескего ифста характеристик, 1.6: уравнен1е огиба- 

ющей, получимь, исключая 06 изз уравнентй (4). Въ саномв дё- 

18 соотномен1е , 
ы 4 (к, 3, =) =, (5) 

кв Которому придехь тэкимъ образомь, удовлетворяется для ко- 

ординзть любой точкы на любой изв характериотикь, а слфдова- 

тельнс 510 соотнотен1е к воть уревнене огибающей. Исключея1е 

параметра 7 можно выполнить весьма различно: можно въ частно- 

эти определить Я вр руякии ху, изз второго уравненая ` си- 
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стеых (4) и вставиль полученное вираженае 

я - У (3, (8) 
ЕЪ нервое уревнен1е той же системы. Такимъ образом ми 

ожемт сказать, что огибающая опредфляется первныф изъ 

уравнентё (4), въ которсхф выйсто Я слёдуетв вставить 

его выраженае (6), получгемое изъ второго ураввен1я си- 

отеиы (4). 

Такз какъ огснбающая ость геометрическое мЗото ха- 

ракзеристикь, то она имфетъ съ каждой изъ поверхностей 

семзйствка цёляй рядъ обкихь точекз, а именно всз тозки 

характеристики, лахацзй ва поверхности семейства. Пока- 

ЯНЬ, 9То во БОФХЬ ЭТИХЬ точкахь поверхность сенейства 

(сгибаен ЕаЯ НЫЁКТЬ оби1я касательния плозко- 

сти, друримн словеме - орабающая касается кандой изъ по- 

верхностей сенейзева въ точкахъ характеристики. Для д0- 

казательства ъамфтимз, зто поверхность семзйотва опоедЁ- 

ляется уравнен1енъ (1), гдз паоаметрь 0 имфеть каков- 

.-нибудь постоянное значенте, а огибаюцея, какъ ин только 

что говорили, - тВмъ де уравненфенъ (1), но въ которомъ 

[2 есть функця х,у,®, опредфляемая вторым изф уравнен1 

(4). Касательния плоскости вз то9к$ (х,у,2) кз поверхно- 

сти семейства и къ огибающей спредфляютея соотвзтотвенио 

уравненаями (см, $ 2) 

не -ив 9 т 

" 08--6Р 
(8) 
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при чемф зерсьз (27), (9). 

извОдНЧЯ ФункаТн ЕР ПО х,у,х, взятыя вв предиолояз 

н1и, имЗемь: 

>; 2 о и М]. @ = + ->:’ | - 8 2 
Ра 9 И к 2 

(6 + 29. 9 
9 29 9у ° 

во вь силу втосого изъ уравнзнай (4) 24 = 0 и 2л8до- 

везельно 

(2) 24 , 9% )- 72а 24 . 27 
Л = 9 яя 98/7 9х ° 

т.е, уревненяя (7) и (3) вполн$ совпадакть между собою, 

если мч ИХЪ НАПИШЗМЪ 

семейства и огибзюя {; ДЛН РОГО, 9т008 ЭТО от8л0 ВПОЛН% 

очевиднимь, слбдуетф лиль еще замётить, 9т0-в$ такой об- 

цей точкв не только х,у, и, Но и Я имфють одяи и 18 #6 

значан1я какъ для поверхности озмейотва, так и для огв- 

бающей, такъ какъ 30$ общая точки лежат» на характерн- 

стакВ и ОлВдоватольно ‘координаты ахь удовлетворяють урав- 

неняме (4), въ которихь © инбетв данное постоянное заа- 

чен1с. Итакз, полонен1е наше вполЕ$ доказано. 

Разомотримь теперь три поверхности нашего семейства, 

соотвфествующая значенаяиь парехэтра Я, м ЬЕД® п Ах. 

Эти зри поверхности перес$каются в$ одной или ифоколькихь 

точкахв, координаты которихь опредфляются изъ рех»ь урав- 
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нен1й нашихь поверхностей: 

Я уд.) =0, Яжухитая) о, Як ая) =0 (9) 

Счсзему (9) ножен» земфнить равносильной ей системой 

Дате). Ярилига- Иирияо 
Ах 

А и (10) 

да 

Предполагая, зто фуйкцая Е допускаезь разложен1е въ рядь 

Тэнлора (хотя бн ковечний) по олешенямь приращечля парамз- 

зрё Я , переннсиваехф зторое и третье. уравнентя системи (10) 

Е$ СЛБДуЮЩЬмЬ видф: 

АЯитя) дк. Вики) ди" Ими) о 
„Як 78 Ва* (1783 2? . ы 

Та), ди Ик), аа. НИИ =е (1) 
и 74 эа* и #.4 

и 

Предполараемь, что откошен1е к прираценя До кв прираде- 

шею АЯ остается конечиныь и отличняив оть едяниди.Замзняя 

во второмъ изъ предшествующих» уравнен1й РА зерезъ кДа, 

визитая изъ него первое и дФфля результать на’Ди, получазиъ: 

7-м Анри), 7-И и, ; . И) А. Да, И, 2 (12) 
Ра Зы #23 Я 

Снотему (8) мы такимъ образомъ замзнили равносильной сиоте- 

ной, состоящей изъ перваго изъ ур-1й: (9), перваго изъ ур-1в 

(11) п ур-я (12). 
 предположииь теперь, то До и дя стремятся кв ну- 

лю и слёдовалельно вторая и третья поверхности стремятся къ 

слаян1ю 05 первой. Въ предл для Ди = 0, АХ =0 п ви- 
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отема наша принимаеть видь: 

ур я)=2, ии) -0, я) (13) 

и опредфляетв координагн одной или нзоколькихь точекъ, кото- 

ня можно рааемазривать какъ предфльное положен1е точеке пе- 

ресёаеная данной поверхчссти $ двуня безконечно-близкими 

поверхностнин семейства. Такъ какъ первыя два изу уравненая 

(18) совиедеютъь оъ уравнен1ями (4), то слёдовазельно тозки, о 

которыхь идет»ь рёчь, лежать на характеристик8 семейства. Ва 

каждой изъ поверхностей. семейства имфютен спредёленныя точ- 

хи, координати которыхь полузаются изъ уравненай (18); пере- 

ходя отъ одной поверхности семейства кз другой, ин измёняземъ 

нарамегрь & , входянтй въ уревневуя {13}, и оладовательно 

полузаень цзлый рядъ такихъ точек, геоуетрическиме мфотсыь 

хоторнкь служить; очевидно, нркоторая динйя. Линя эта назн- 

завтоя ребромз возврата и ложить, озевадво! 

в0&ми своими точками на огибаюлей семейства. Уравнен1я ребра 

возврата получимъ непосредственно изъ системы (18), разона- 

тривзя въ ней « какъ произвольний параметре. Резрёшая урав- 

нензя (18) относительно х‚у,а, ‘получаемь равенства вида | 

ож), уу), в), (48) 

хоторыя и.суль уравнен1я ребра возврата вь той форм, вв ко- 

Торой мы сбикновенно разонатривали уравнен1я пространотвен- 

вой конвой. Воли би мн исключили 0 изъ трехъ уравнений (13), 

зо получили бы два уравнентя 

9 (х,з,2) =0, ни, =0 (15. 
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ребра возврата вз Декертовыхь добрдчнатахе. 

Такф какз ребро возврата эоть геометрическое мЗото ч0- 

азкБ, лоханахь 48 теристнкахъ, то каждая характеристика 

инФеть ов ребромъ возврата сдну или нёоколько общих тозекз; 

ЭРО именно тв точки, коорд котоонкв опрздзляются  урав- 

(13) дая деннаго поотояннего зназенля 9, соотвфт- 

ЕНОй характеристик. Докахень, 410 въ отнхф точ- 

яя 5$ характеонотикв и въ ребру возврата 0- 

зобол, другини словами - ребро воз8 

во8- 

кеса- 

ннхь совиадаютъ. Кобивусы углов, образусинхе касазтель- 

зъ осями координать, пропорйла- 

нальни дифференнталанв ах, 4у, 4, которне получаемь, ди? 

рэвцируя уравнен1я (4) характеристики. При дирференцирован1н 

ых должны икфть въ виду, что 7С въ урзввентяхь (2) инбете 

данвое асотоянное значен1е. Такниз образомф полузчаемь: 

в касательной 

& 55 оояни КОСРАИН ЬНЕ ДИ 

‚ 42, воторяе полулевит, дн Нируя 

или раЕносильныя инф узавне- 



5нияй па- я (18), въ которыхь разонатривазнь сс 

д вухз урав- 

(17) 

18). аетЪ СЕ Сыстецой 

аль ‘овнозеная мезду 

рены1алана 8х, Зу, а2, и хн видниь аким образомь 

зто вапозвлен1я двухъ касательняхь 89$ обней точ 

риотики'и ребра возврата совпадають менду собой 

въ свою очередь олздузтв справедливость висказаннаго выше 

положена. 

Прин рез, Разомотримз сенейз тво шаровъ даннаго 

радлуса В. . 

в + ГЕ [а ви, (48) 
зависянее от® одного паранетра» . 

Центры шаровъ семейства лежать, оЗеБЕДНО, ва &рнвой, 

опредёлязной ураввевяии 

ж-й (9), уз), «= (“). (18) 

Хараклеристика семейства опредфляется совохупвостью уравне- 

ая (13) в ураввеная 

К-во кедра 9 
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получаенаго дифференцирован1емь уравнен1я (18) по, Исклю- 

чая СХ ‘изъ двухь уравнеяай (18) и (20), получаемь уравненте 

поверхности - огибающей семействе, которая вазиваетоя по- 

верхностьюв калалсво. Легко усмотрёть, что 

характеристики семейства суть круги; дфйствительно уравнен1е 

(20) при поотоявномь «, воть уравнея1е плоскости, которая 

цересёкаеть шаръ даннаго сзмейства, опреэдвлязений уревнен1змь 

(18), по кругу. Плоскость (20), очевидно, пооходить черезъ 

центр» шара; такинъ обрезонъ в0$ харавтеристики суть круги. 

‚ и поверхассть каналовь, какъ сеоцетрическов м%- 

сто характеристикъ, зодерянт»ь семейство такихь круговъ, Диф- 8 

ференцаруя уравнезфе (29) где разь 10 , дибент: 

рее е) [уве В-кД ев) = 
=) @)+ Е @). ео 

Исключая 0 изъ трех уравновай (18), (20) в (21), нолузавив 

уравнев1я ребра возврата. . 

Заиболфе нитересень тотъ частняй случай, когда кривая - 

геометрическое изсто центровь шеровз овмейства - есть пло- 

оная. диндя. Вябирая вя плоскость за плоскость ху, мн долины 

ео: Ко = о; кронё того, безъ ущерба для обжности, 

хожель преднолокить $ =, и тогда уравненая (18), (20; 

и (21) принииают$ видз: . 

(Ку И] + а* ЕВ“ (28) 

&-жя [у-} (а)]. у") о (28) 
р - у(«)]. усы) =1+ р” (“). (24) 
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Уравнен1я (22) и (23) показываютъ намь, что характеристики 

семейства суть круги, ортогональние плоскости ху; отсюда 

заклячееме, что плоскость ху олуннть плоскостью симнетраи 

для огибающей. 

До сихф поръ мы предполарали, зто данное семейство 

поверхностей зависить отф одного паранетра, Разсмотрииь те- 

перь озмыейотво поверхностей, обрэдфляеное уравнен1емъ 

Рвув, 8) =0, {25} 

ВЪ Которое ВхОдЯТЬ д в а произвольныхь параметра 06 ру.) . 

Возьмем одну изъ поверхностей этого селейст ва, соотв лотвух- 

дую кавимъ-вибудь опредёленнниь значееянь 0% ‚ А дВухъь 

0 псотоонть беззисленное ивожество раз- 

личнихь семейотвф поверхнсотей, завноянихь 0т$ одноро пара- 

хэтра, которая бч содержали данвую поверхность 

В (кр, що, )=0 (28) 
и входили въ состав семейства (25) сз двумя параметранн.Вз 

семом$ 448, для эторо доотачозно въ уравненая (25) положите 

Л равнымъ какой-нибудь функ] и РАС: } параметра 4, которая 

для й =, правянаоль зназеше = . Обоздачая через, 

(о) соверненво произвольную функц1ю (конечную я допускаю- 

дую производную для .= © }, мн иожемз, очевидно, положить 

р-р Е, т. 
такф какь для СД = И, получаень 

(4) - (а > - Ино. 
‚ Дифференцируя равенство (27) посй ‚ -Имфенъ: 
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й й 
9 = ум; 

полагая 34805 Д = Д, ‚ нолучаень 

4) = $ 4%), 
18 поонзводной Ра длЯ Откуда ЗАКЛЮЧАЗыЫЬ, ЧТО ЗНаа 

и &® е о ре ро © я о м совершенно произвольнымь. беменелво по- 

верхаостей съ однимь параметром, видфленное нами, опозд%- 

ляется уравнентемь 

Е (рва, р(Я У =0 (28) 

Характериетику семейства полуяныъ, присоединяя уравнение 

9 (28) 

ифен% предизогвующаго уравненя 

по ©. Въ застности харектернотика, пакодялаяся неё поверх- 

ности (26), опредвляетоя у ентахи 

и л)-о 

Яир. и)+ и кем.) , #@) -е (0) 
2, 7 

которыя подучазмв, поларая въ уравненаяхь (28) и (29) 6. = 

О, и принаная во вниман1е равеночво (27). Изибняя Рункию 

79), мы буденъ. получать разлизния семейства (28) съ од- 

нииъ нараметромъ; при этоиБ, какф ны видвли, #9 . ВО- 

жетв получать совершенно произвольния эначен1я. Такимь об- 

разомъ въ уравнензя (30) входить совершенно произвольнай па- 

раметоъ $ ©), и овдовазельно на данной поверхности (26) 

получаень безчисленное инонество различнихь характеристике, 

вЪ зависниости отз выбора рункци 29). Не трудно убфдизь- 

ся, Что вс эти характериотики проходять черезъ одну или нз- 
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Сколько Общихь точекъ; лежецихь я& давной поверхности. Ве са- 

момЪ 4818, нацишемь три уравявн1я: 

и > СВ (ув, 4 д) 
о. 
ал.) о (31) 

<, , 

п. №) о б 
7 - 

котоерия опредфляютъ одну или нфоколько системъ значенй х,у,а, 

удовлетворяющихь, очевидно, уравнентян®. (30) пон дюбоиь вна- 

че и И @ ). Точки, опредфляения координатами к,у,з , ко- 

торня удовлетворяютъ уравнен1яыз (31), лежать ча вс%хь харак- 

теристикахъ, полузаеннхь при всевозможных» зназэняхь РС } 

въ уравнензяхь (30), и елфдовательно взоказанное виие зацёча- 

в1е вполн$ оправдивается. Такъ какъ характеристика семейства 

есть прелфльчов положен1е лин1и пересфзеная данной поверхно- 

сти съ бевконзчно-близкой поверхностью семейства, то слёдова- 

тельно точки, опредёляемня уравненаяни (31), могут бьть раз- 

скатриваемы как предёльное положен1е точекъ пересфчен1я дан- 

зой поверхности (26) съ двуня какини-нибудь безконечно- близ- 

КИМИ поверхностями семейства (25), завнсянаго оть, дВуХЬ про- 

изволЬныхь параметрсвъ, На каждой поверхности семейства нахо- 

дятоя, очевидно, такфя „предёфльния” точки; координати ихв оп- 

редфляются изъ уравнен1й: 

Е (арх ‚Л 
м 
и о (2) а“ 

. 
. кв) _ б 

т 
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Разснатривая С и /4 какъ произвольняе параметри, получавнз 

Освчиолениое кножество предвльнихь точене; геометризескимь 

иЗотомъ ихь олувить, очевидна, нфкоторая ‘поверхность, ‘урав- 

нен1е которой у Ч (ив) +0 (33) 
получинь, исключая би 7: изъ трехз уравнен1й (32). Исклю- 

3ен1$ это новно вести различными способани; въ честности но- 

Е3и$ азь двухь послздняхь уравнен1й системы (32) опредёлить 

ИЕ д в$ функц х,у,и и вотавить эти вноажен1я въ первое 

еа1е. Фекимь обрезомъ ня можемъ оказать, что поверхность — 

фото предзльныхь точекъ опредфляетоя уравне- 

которсив ©'й /3 сузь функцая х,у,2, опредфляе- 

ия послздними уравнен1ями систеки (32). Поверхность эта 

називазтоя огибающей оемелства оъ двумя параметраия; 

ду сиредфлен1ю сна завфдоно имфеть съ каждой из поверх- 

.э20й поверхности (кромё нихъ, есть и друрая общая точки, такь 

Еекз двф поверхности вообще нересфкаются но нфкотооой линти). 

Доказенз, 910 в5 этихф точкахь огябаюцая и поверхность сеней- 

ства (огибаемая) имфють общая касательныя плоскости, другими 

оловани - огибаюцая кесеетоя вБофхь поверхностей сзмойства, 

Такъ какзъ и поверхность семейства н стибающая опредзляктся 

уравнендемь (25), в5 которомф © я /@ для поверхности семей- 

ства суть постояннвя, а для огибающей - буикШи х,у,в, ‘опрз- 

дзляення двумя поолфдними изъ уравнен1а {32), тс двё касатель- 

НЕЯ плоскости, о кОТОрыхь идетф рфзь, опредфаяютоя соствфт- 

ственно уравнен1ями: 
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РА “) +: 3) 6-2) -о (34) 

2-20-62) 6-)-в06-0-2 в 
при чем черезь {2 2 ), { (9) ‚( ре } ‘обознаязня производ- 

НВЯ г функирЕ Е ПО х,у,в, ВЗЯТЫЯ 5% предноловени, что ©’ в 

суть вутеувомянуеия фувив{я х,у›т. ИБ ныбен #5 образонъ: 

(и - 29 29. 2х „29. да. 
7 ЩЕ Ра Е 9х 

(2 ‚89. 2“ 2. 2. 
жж 2; 

(2 м 27. я ОР р 
97 9% ы РЗ “ав ри 

но 35 силу двухз послёдннхь нвъ урввкеваа (32) 

Е... 2. я э, 2 0 

й олфдовалельно 

(22 )- - 27 ‚ (25) =2 Е _- 2%, 
у _# 

д.8. ла, ВЪ ие, (34) и (35.) служать однй и 

25 же функц х, у, в © # . Таръ какъ &ром$ того ддя об- 

цихь точекъ огибающей и поверхиости семейства не только х‚у,2, 

Ее в 8 им$0т$ ОДЕН и 1$ же значэная, какз на поверхно- 

сти семейотва, такз и на орибарщей (общля точки суть’, предёль- 

ння точки”, координать которыхь сирздёляютоя изъ уравнев1 (32) 

при данныхь значенаяхь © н/8), 10 въ этихь точкахь уравне- 

вая (34) и (35) вшолиё совпадаютв, и олёдовательно положен1е 

наше доказано. 

Прныи 3 ре, Раземотримь семейство варовз. рад1уса В, . 



ВиФЮНИХЬ центры на влоскостк ху. . 

Урёвнен1е сененотва иизеть в2дъ: 

* д = = (у-ва - не 0 (58) 

Раф & а 2 — Провзвольняе пзрам грн. Дирререв вруя уревне- 

н1е (36) вю Я Ед, пиЗаць 

-х-Я =0, -А =0 (87) 

исключая (и я изв трехь ураваен1а (36) и (87), нолучаену 

2* = ВА =0, — откуда = ЕВ. 

образонв сриб 

хосте, параллельныхь плозкссти ху и ототоянахЕ 07Ф нея на 

/ К ВЕ 27 к другую сторону. Результать 

зпосредотввняс. 

что намь дано 

зисякее о7ъ одного парацетра, который буденъ обозназеть ча- 

223$ 6. Уравнен1е ъторо семейства ЕМФетТЪ БЕДУ 

Ах Е ВУЗ СВР = 0, (1) 

дб А, В, С, О суть функщли параметра %. Диффеознцируя два 

оаза по %, получаенъ р 

Ах Ву ба + 0" Е] о (2) 

* Ах + Ву $ С" +0" =0 (3) 

при ченз авцевтани обозначаеме производния нс %. Уравнен1я 

{1} и (2) опредфляють характеристику семейства; так как® 

оба, уравнензя 1-ой степени относительно х,у,2, ТО 86$ харак- 
. 

теристики суть пряиня лин1и и огибаюцая семейства, какъ гео- 
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ной поверхности, опредфляемой уравнен1емъ (1), плоскостью 

Я Й. (15) 

параллельной касательной плоскости въ точк$ М. Уравненае кри- 

вой сфчев1я инбеть видь 

# ши) = (16) 

Предполагая н безконечно малнит, колемъ удовлетворить 

уревнен1ю (18} безковечно-налыни звазенуяин хиу, такъ какъ 

при В = 0, ско удовлетворяется для х=0 и у=0. Ограни- 

зиваясь безкоиечво-малуни значении хиу, т.е. разсматривая 

7озки, безконезно близкуя къ то9кз М, ножемь лзвую засть урав 

веня (16) разложеть въ рядъ’ Изкз-Лорена; в$ результатв инё- 

емъ уравнен1е: 

(0,0) # (к Ё 9 + (гк + 2вху + 19°) Е... = В, 

гдё подЬ р,ч,г,в,ф$ разунфемь значен1я первых и вторихъ про- 

„изводнихе фувкн1и # (5, у) для к=0, у=0. Мы видёли, что 

для х=0, у=0 

#(х,у) = (0,0) = 0, р=0, а=0; 

такимз образомъ уравнеяле (18) окончательно принимаете с18- 

дДУующАй ВИД: 

Веру + "+ 

гдё не. выписази члены 3-го и висшихь порядковъ относительно 

=: (27) 

хиу. Пренебрегая этими членами, получаем уревнен1е кри- 

вой 2-го порядка 

ЗИ Яд + @* -2А, (18). 

которая съ точностью до безвовечно-надихь выспапо порядке 

ГлАвА ТТ, Дистъ ‘5-м. 
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изобраязеть с&чен1е поверхности плоскостью (15) въ смезно- 

сти ов точкой М, Кривая эта, очевидно, подобна кривой, но- 

торую ня разоматоивели вуше, опредфлня ее уравнентемз (4), 

й вазнваетоя индикатрисой Дюцена (2ир!т} 

Измфняя вс$ радфусу-ректорн индикатриси Дюпена вз отнопе- 

ни 1: У ь, приходних 5ъ нашей первоначальной нндикатри- 

св (4). Поля г - з* У 0, то индикатриса Дюпена есть эл- 

липеъ, притомъ дфйствительный или инимый въ зависимости 

сть знака р; если гф- 5*° = 0, то иидикатриса обрацается 

въ пару параллельнихь прямнхъ, точно также дйствительныхь 

ЕЛИ УБИМУХЬ В ЗАВЕСИНОСТИ 01$ знака В. Отоюда заключаень 

ЧТО ВЪ СИСЕНОСТИ зеской ит& параболической 169- 

х $ дЁйсовительнуя точки поверхности летать но одну 

сторову касательной плоскости. Воля гф- в*< 0, то анди- 

катриса Дкпева есть гипербола, притомъ всегда дёйствитель- 

вая, незазисино 015 знака В. Отсюда явствует. что в5 сыед- 

пости съ гинерболияческой точкой двиствительния точки` по- 

верхности дежать по 060% стороны хзсатольной плоскости, тадЪ 

зто поверхность въ области этой точки выфеть сф длообразный 

видъ. Вс$ эти результаты вполн согласны съ тфнъ, 370 м 

имблн выше` изъ друрихь соображенай. 

$`7. ИЗЫСКАВТЕ ГЛАВНЫХЬ СЪЧЕВТИ.И РЛАВЕЫХЪ РА- 

ДЛУСОВЬ КРИВИЗНЫ ВЪ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ТОЧК® П0- 

ВЕРХНОСТИ. ПРИЗНАКИ ТОЧКИ ОКРУГЛЕНТЯ . 

возвращаясь къ общей формул8 (17) параграфа 5-го`и для чи- 
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слитель и знаменатель на $0”, ныземв для кривизны нормаль- 

него сфчен1я въ произвольной точкф поверхности виражене 

Я _ чаю + вии 

я в + ЯН + бя мы 

‘248 - 2 д = р ( ) 

в ыы Въ частности для и у-у, т.е. въ томъ случа, когда 

поверхность опредфляется уравнен1емъ вида 

#- ху) (3) 

п = —% = —й. , (4) 
#4 

2 воэффицентя В,Р,6,р,О', 2" спредфляются формулами (8) 

имбемъ: 

параграфа 1-го в форнулами (11) параграфа 5-10. Въ этомъ 

случа / равкяется отношен1ю &. кссинусовъ угловъ, сбра- 

зуемыхз касательной воркальнаго сёчен1я съ осями х иу, и 

зависить слёдовательно только отъ направленая касательной*). 

Задача изыскан1я главняхь св9еЕ1й в$ произвольной точк& 

поверхности приводится таким$ образом, на освован1я вред- 

вествующаго параграфа, къ изыскан1ю такихъ зназеи1й /, для 

} 1 
«оторихь виражен1е (1) кривизны Е прининаеть наибольшее н 

наниеньтее значен1я. Прн этенз коэффишентя Е,Р,6,0,5', 0“. 

ин должны считать постоянными въ данной тозчкф поверхности.. 

Йскомыя значен1я ^ получим, приравнивая нулю производную 

по А виражен1я Е . 5 какъ внраженте (1) есть дробь, то 

*) Лезко было бы убъдьться, что и. въ общемъ случат. аъ. данной 

почкь поверхности к зависиту ‘только отъ‹направленя каса- 

тельной. 
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при дифференцирован1и полузимь дробь, знаменатель которой 

равенъ квадрату зкаменателя данной дроби. Отбраснвая этого 

знаменателя, получаень слёдующее уравнен1е для опредфлентя в: 

(ея «фи ютняя (зд) авт "и! 0 (5) 

Мы можем» его написать такие въ видф пропори1и 

резке" рок 
Е р арк рок Е ОЕ 

Унножая оба члена второго отношен1я на / и вузчитая ихь изъ 

соотвфтетвующихь членовъ нерваго отномен1я, получаемз озно- 

щеизе, равное каждому изъ двухъ.даннуихъ. Текимъ образомъ 

имфемв три равныхь отвотен1я: 

бк» р" РР 212“ |.) 
дк + фи? # +4 © +4 

Послёдная два даютъ намз. пропорц1ю, изъ которой полузаенмъ 

для опред®лен1я м квадратное уравнен1е 

рва 68 «(ев -Я)0, (7) 
Не трудно усмотрёть, чтс его хожно перзписать еще въ слёду- 

ЮЩен`видв: мае 

Я =’ =@ 

7 й ©” 

85 самомв дл, разлагая детеринканть по элементам перваго 

; (3) 

столбца, непосредетвенно получаеиь лёвую часть. уравнен1я(7) 

Рёшая квадраткое уравнен1е: (7)- или (8), получииъ два. корня 

ии, соотвётотвующ4е касательнымь двухъ. главнихф с$че- 

ый въ ‘разсматриваемой т03кё поверхности. Косинуся ‚Л С 

угловъ, образуеняхь кахдой изъ этихъ касательныхь 0$ осями 
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коордивать, въ томф слузаё, когда поверхность опредёляется. 

ур-Темз (3), легко найдекъ из соотионенай: 

я: :ф ах: ду:ав = 3х:4у; рах + ау = 

= кг рак. 

Замфвяя здфоь К оназала черезз № , а зат$ыя через ^, 

найдем отномен1я ‚д В г для той и друрой касательной; 

а. зная эти отношен1я, найдень и саине косинус. 

Главные рад1усы кривизны В, # В, найдемь из фориули 

(1), замфняя въ ней /7 черезъ А им. При этом мя можем 

значительно упростить вучислен1я, замчая, 310 для каядаро 

изъ корней №, , правая засть фориуль (1), в$ силу соотко- 

шевай (8), можетъ быть замфнена ‘болфе простой дробью.Такимъ 

образомъ инземъ между прочимь: 

7. 2’ "и, 7 м (9) 

я +4 п 14 
Пользуясь формулани (9), вичислемъ Рауссову н средвюю вриви- 

зну поверхности; но предварительно выведена дв® вопомога- 

зельния формул. Изъ извфотнухь выранен1й сунин и произведе- 

н]я корней Ли 4 квадратнаго. уравневзя (7) слбдует, ее) 

1, Д+м и м пропорифонельны нинорамъ детернинаята. в’ 

дёвой части уревнен1я (8). Умножая 1, № ем, 6%. на эле- 

менты второго и третьяго стоябщовъ дезериннанта и складивая 

результати, получеемь в$ том и ругожь случа$ нуль, таку ках 

-злененти обоихз упомянутыхь стоябцовф входятъ. Въ собтавь ий- 

норовз, которниъ пропорифональня 1, 1+, и 44. Таким® 0б- 

разоиъ получаемъ два соотвошен1я: 
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Е #4) = (м) =0 (10) 

29 Эн.) > им) (11) 
Возвращаясь Е равенстваме (9), перемножийъ ихь почленно: 

тогда полузчинъ: 

ооо (и вы) в, 
ВВ Е 26 (к, Е, } + РЕК» 

Но равенства (10}’и (11), по умноженли ихъ соотвфественно 

на би на Г", дают намз: 

# 

(кк, ) В б’кк = - 86, р”, в, 40" вк, =-00", 

а потому предизствующее ‘выражен1е Тауссовой кривизня Г 
и > 

прининаеть окончательно слёдующй видъ: 

.# _ и Га „Я __ 9-0” _ в” (12) 
= 2: 5 г У ТТ. 

Для вязислеи1я средней кривизнн & +2 СмОжинь почлекно 
"2 О 

два равенства (9): 

Я бр, , бин 
Я Я, Я > ео 

= Я + (Я ие: += ) «виа 

т) 
Знаменатель полученнагс выражен1я, какъ уже было показанс, 

равенъ 2* - @8. Числитель ножетв быть ‘представлень въ ви- 

И о С 

во вяраженля` въ квадратныхь скобкахь, вв силу соотномен1й 

(10) в (11), ревня -© и -0; слфдсвательно зислитель равен 

80' 2 - Б'Е - гЗ. 

Такинъ образсиь, по умножен1и числителя и знаменателя 

на -1. полузавиь наательно слёдуюнее выражен1е средней 
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кривизны поверхности: 

Е 4 вю“ ре -2909' 
я * = Я 

й 9, @9 -Я# 

. Звая сумну я произведенле рлавняхЪ коивизнъ Е и Е ‚ мо- 

у 2 

жемъ составить квадратное урэвнен1е;: 

ср -(&2” 79 29) +089”) (а) 

ворняин котораго слунать этн количестве, Умночен урзвнен1е 

(14) ва в”, полузаемз квадратное уравненте 

(55'- Яя“ (97-99 -248’)л ия Я) =0 (15) 

для опредёленя главныхь рзд1усовз кривизни В, ив, поверх- 

ности въ произвольной то9к%. р 

воли поверхность спрес®ляетоя уравнен1емъ виде (3), 

20 ини, уеу, Е - и форнуля (7), (12) и (18) по 

подстановк® значенай В,Р,,2,0',0" прининають вид: 

[91+ 1’) $] пут реа) -2 (6) 

и 
с с, 7 сер (17) 

= Аоеааядь. а 
я во СЯ 

При вывод$ послднихь двух форнуль приходится вычислять 

зноаненле @6-в*, при чеиь полузаене: 

6-Я“ О А вм . (19) 

вяраженае (37) Таусосвой. кривизях позволяетъ весьма просто 

ознить вопрсс», какого родё доняза точка поверхности - эл- 

диптическая, гиперболическея или параболическея, . Приничая 
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во вниманле условая (7) предпеотвуютегс парэграфа, кепо- 

оредственнос вЕдимъ, Что элличтическая, гинерболнчес: 

параболическая точка поверхности (2) хараятеризуятся со- 

отвфтотвенно условуани 

ви, таке, 9-е (20) 

Это 78 же условфя, кек1я мн и» й в: $8, но тамъ они 

били выведены лить для опезлельнаго раоположен1я осей 

коордикать. 

Локажемт, что всф точак дубой развертывающейся по- 

верхности суть параболизеская точки, другии словами, что 

зы 5 [2 Гауссова кривизн 

верхности равиг нуля. 

Фельныя Илсскости развертываютейся поверхности образують 

сереиСТЕО, ааЕисЯнее ТОЛЬКО ОТъ ОДНОГО Произвольнего из- 

раметра ($ 4), а потоку коэвфи цу 

касательной плоскости 

&-в = Вс (ИУ) 

#2 нсгуть быть независику. ун имфенъ такимъ образонь 

ве урн, аз ув [ФТ 
и слфдовательно 

тв” = [2] (21° ет. =0, 

наго положентя. 
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Внведенв условтя, при вуполнен1и которихъ данная 

точка поверхности зоть точка окоурлен1я Мы видфли в$ $86, 

зто для точки скругленая задача изискан1я плавныхь с$че- 

в1й стеновитоя неспредёленной, такъ кекъ индикатриса Въ 

этомь случаф обрапаетоя въ кругъ, для котораго каждий дза- 

мзтрь служить рлазчой осью. Обратно, если главныя сЗчен?я 

отансЕятся неопредфленн 

в исчезать, и мн поихкодимь текрыъ образсиь кв иско- 

низ условфямъ, ссторуя пожемф написать в видф ровенства 

трехь отнопену 

зерко убвдиться, псльзуясь этвни условтями, это вс точки 

ПоонзЕСслЬноЙй сферы суть точки скруглентя. Для удобства по- 

уботимъ начело коофдинать въ пентр$ф сфеоя, которея такииъ 

образомъ опродфляется уравнендеме 

ДЕЯ = 2%, 
9 

Дифференциоуя это уравненте по Хи по Уи въ предисложенли, 

зто Й есть неявнря функшя Хи У, аыбемъ: 

ЖЕ о, уу = 0. 

Дифференцируя каждое изъ полученнихь равенствь пон во, 
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Чрихолимь КЗ тре ЗозноШентяма: 

1Еря + = 0, ра 58 =0, 1497 +240, 

куда откуде сё а т 

Ло" р9 — 1442 Та“ 

& $ 3. ГАУСООВА КРИВИЗВА ПОВЕРХНОСТИ. 

Предположиив. 910 намъ дена поверхЕость, опредёл 

звнензенъ 

х - 7. и}, {1} 

ех$ из$ чачела косрденатз какъ изъ пентра сферу седау- [её 

сз =1 и будекь проводить рад1уся этой сфери пераллель- 

&с нолоните $ нормаляма поверхности (32р1.9).Въ вакомъ 

Зеот.9. слуза$ каждой 1096$ й 

(х,у,=) денной поверх- 

2 ности соотвфтствуете 

опредфленная тозке в 

озерн, и координаты 

! этой точки равня УХ 
1 
р 

= т.е. коснвусаиь ур- 

локв, обрезуенихв пор- У. 

налью къ поверхностк въ тоанё № съ осяии координатъ. Нехду 

данной поверхностью в сферой, которую: иногда называют се- 

рой Гаусса, устанавливается висли$ опредзлеяное соотвёт- 

3721; воякой линфи Её ‘поверхности соотеётетвует» саредф- 

ленная-лин1я ина сферф Рауссе; равним® образси проиьроль- 
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ной плодадкф 2 ва поверхности соотвётотвуеть опредфлен- 

5 д х > . 
ная плсцадка О на сферф Гаусса. Величину этой плоцадки 

6 внсгда назывезть полной кривнзной плоцади №. вибе- 

ремь площедку 2 такв, чтобы точка М поверхности лежала 

внутри ея, и будемт затёмз уменьшать резифрн > до нуля; 

при этомь и плопадка б будеть уменьшаться, обрачаясь в$ 

предфл® в одну точку ш, подобно тому какъ >. стягивает 

ся въ точку И. Отношенте 
5 

> 
величинъ двухъ плопадокъ‘ири этом» стремится къ опредё- 

ленноху предёлу К, которяй называется Рауссовой кривиз- 

ной поверхности въ точк8 м. Опрэдфлен1е Гауссовой криви- 

зны, очевидно, вполн$ анзлогично опред®лен1ю, данному 

ками кривизнё плоской кривой (гл.Т); остается показать, 

что оно не противорёчить опредёленаю Гаусссвой кривизя, 

данному 5% $ 8, т.е. показать, что 

г Е, ив, - славние радлуск к 

Замфтнмь прежде всего, зто изъ самаго опредз ензя 

велизини кревой поверхности слфдуеть, что безконечио-ма- 

дая плопадка > на поверхности отличается на безконечно- 

-валыя вусшихь порядков 01$ плочадки, которую полузимз, 

проектируя > на касательную нлоскость въ какой-либо т09- 

кф внутри 7> пряннии проязвельнаго напревленя. Въ чзот- 

вости можемв проектировать > прякнии, нераллельняйи оси 
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1, на касательную плоскость вз тозк$ М. Називая черезе $0 

проекцАю (ортогональную} > ка плоскость ху, ми имбемъ сай 

доветельно съ точностью до безконечно-налихь висшаро поряд- 

ка 
я - я ‚ (3) 

такь какь 00 равяяется, озовидно, произвеленаю вельчивы 

вложадки, позученной нени на касательной плоскости, на коси- 

нусз угла между касательной плоскостью я плоскостью ху, то 

есть на т. 

Равнымт образсит для сферн имфемз съ тозностью до 

безхсвазчно-налихь вчоваро порядка 

б=-® (4) 

Рд8 © - проевиля плокадки 6 ле плоскость ху. Зелиеязтели 

вв выравентяхь (3} к (4) совнодають, такъ какъ ворнали КБ 

*се08 въ то9кВ в и кь поверхности въ тозЕ$ М. пераллельня 

меяду собою. Принииая во внимая1е равенства (3) и (4), инё- 

емз: 

2-Е. (я 
Предисложикк въ чабсткости, что плопадкг- {2 воть пря уголь- 

никф, ограничениый прямуми, пераллольними ооямь х нуи 071- 

стоящими одна отъ другой на везстояя Ах и Ду. Въ 18- 

комъ олуча® . 

9 =Да. А я - (5) 

а плокедка > на данной поверхности икбеть видф криволиней- 

наро четиреугсльника, огравиченнаго кривнни, котория полу- 

чаются оть пересёченуя позерхноети плоскостями х = сопз%., 
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у = сойзф. Для сферы Гаусса х и у отличны отъ Декартовихь 

координатф Я Ув тоЧекф; ПОЭТОМУ ЛИНТИ х = ©0136., у= 

= сопз%. на серф Гаусса проектируются на плоскость ху 

уже не поямвии, а вообще ифкоТорыни кривыни линзяии. Пло- 

падка © инйеть видь КриволЕнейнаго зетыреурольнике, и ко- 

ординати эго вервинф суть зваченая: 9 ост тотвуюя 

зваченаяуь к,у въ четырекъ вершинах» пряноугольника К) ., 

1.3. значен1янз: х,у; 3 Дх,у;. 2 Дку ТАУ; х,УЁДУу 

(см. черт.10). 5» точностью до безконечно-налыхь внопаго 

Черз.10. 

порядка может считать Со раваниь плонади. параллелограмиа 

или двойной плокади треугольника с$.тремя вершинами, кото- 

рыя соотвфтотвують значентянь ку; Ду Е #, У Ду 

параметровЪ х‚у. Притонъ ин будемъ разлагать значення 9% 

соотвётотвуюдья послёдниме двум вершинамь треурольника, въ 

рады Тейлора, ограничиваясь зленани перваго порядка отво- 

сительно „Ах ‚ Ау. В5 конц кондОв®, ©5 ТОЗНОСТЬЮ- ‘до 

безконечно-налихь 3-го порядка име: _ 
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2 9 1 
сх = |9» Сл, 9-29» ‚9 

ал. РА 7 |2 ду, Иду, 7 
или, вычитая элементы 1-ой строки определителя изт элемев- 

товЪ 2-ой ч 3-ей: 

дж 

= 2 ля 9 - РИЙ р Аи. у 

Я лу ду [2 # 9 

Вотавляя звазчаная (@) я (7) влолвлез 0 о ревен- 

отво (5), полузеенъ: 

1% 2 2% 2% 
яя ° 9х. м РЗ 

242 -, 09 де 9 
| 27 я 
248 суть значен1я КОСИБУССЕХ УГЛОВЪ взкловен1я ворнали 

для тозки № поверхности. Исдставляя нь равенотво (3) выра- 

р У ($2, 10.13), съ: 

о у 1 р ий -} т ыы Где’ 577] 
Е м и в чт} Уря 71 т 

п НН 



аи (ера; един 
И! (те) 
бе _ обаелы _ 9-2 (9) 

2-х Анри) ы (в И 

Сопоставляя этсть результать с$ внраяэн1ень Гаусоовой &ри- 

у 1 
визны, даннымь 35 & 7 (40ри.13), вЕДЕМЪ, 3120 К = 

5 8, ОБРАЗОРАНТЕ ПОЗЕРХНОСТЕЯ ЛИНТЯУИ. ПОВЕРХНОСТИ 

ВОПИЧЕСКТЯ И ЦИЗИВЛРАЧАСКТЯ; ПОЕЕРХНООТИ ВРА 

Пусзь вРУЪ дана ое ВО. ДИЕ 25 прострачете®, ва- 

висятее отъ одного параметра с” . Уревнея1я лин1и 

ЯМФЮТРЕ ВИД: 

у хи)-е Я (ужи) -2 в 
иоклюзая изъ нихь ., вполучаенъ уравнея1е 

(ит) 9 | © 
поверхности - геонетрическаго ыфста линф8 давнаро севействе. 

Можно предполояить такке, что имфетея сенейство лин1й 

{8) 

Ферт #4) 0 
зависяцее уже не о1ъ одного, а отъ ш произвольнихь` парамет- 

ровъ, но въ то же время даны‘ ш-1 ссотноненй 

которниз долини удовлетворять эти паранетри, Соотнотен1я (4) 
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очевидно выдзляют» изф даннаго свыейства лин1й семейство, 

зависянее лить отъ одного произвольцаго параметра, и ол%- 

дозателько этоть случай приводится къ разомотрённому вн- 

пе; уравненае (2) поверхности, образуеной линии семей- 

сзва, получинъ непосредственно, исклюзая м, я, ,--.. Я 

#35 шф1 уравненай (3) и (4). 

Пусть въ частности намф дено семейство ли Е 

о уки,я)-е, Идихял)-о, (8) 
зависякее отъ АВУКЪ перекетровъ я 9, в требуется оп- 

редфлить поверхность, сбразуемух ти линфяни даннаго се- 

Ткоторух данную лин1ю 

СН =) =0, & (2-9 8) 
Услов1е пересфчен1я лиязй (5) к ($) получииь, исхлючая 

х,у,в И3Ъ четкрехе ураннен1й (5) и-(5), ксторчиъ должни 

удовлетворять координати х,у,=. точки пересёзен1я. Вь ре- 

зультатф получинь одно соотнотек1е вида. 

_ Ум.) -2 ® 
в уравненте искомой поверхности будем нызть, если исклю- 

чим СД 9 изъ тоехь уравненай (5} и (7). Лин1и овией- 

ства (5), геометрических» иЗотомъ которыхь служить чоко- 

ная поверхность, називаютоя ея о $ разуюниив, а 

лин1Я (8) - направляющей. ‚ 

Разомотрииз всевозмонняя прямяя пространства; оЕё 

опредёляются уравнен ями: | 

= ту+а, 7 (8) 

И: образуют» семейство, зависятее отъ зетзрехь пареметровъ. 
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Присоединяя какя-нибудь три соотнотенфя между п,п,а,Ь, на- 

прим$рз требуя; чтобы прямня лин1и (8) пересбкали однозренен- 

но три какихъ-вибудь лин1и въ проотранотв®, нолучииь поверх- 

НОСТЬ - Геометрическое ы$сто пряннхъ лин1й. В08 тая поверх- 

ности назяваются линойчатнини, а прямыя лин1и, ле- 

хан1я ва нихь, - прямолинейними образующими. 

Разсиотрииь семейство прямнхь опредёленнаго неправленя, 

другими слованн, предположииь, что вф уравневзяхз (2) ши п 

имбють данныя неижифиныя значенля; семейство наше, очевидно, 

зависить только отъ двухв произвольннхь параметров а и Ъ. 

Возьмемъ еще направляюлую дана, которув для проозотн вняисле- 

н1й можемъ предположить плоской и лежащей въ нлоскости ху. 

Уравнен1я ея имфють ВНДЪ 

2-2, Зри, ур =е. (9) 

Мн ДОЛЕНЫ ИСКЛЮЗИТЬ х,у,в ИЗ четнрехь уравнентй (8} я (3); 

` но При 5=0 835 уравнектй (8) получаем уза, учь, и 

слфдовательно результеть ок люченая инфете. видь: : 

Иса, 7 -2 {10} 

Ван остается исключить а В Ъ #35 трех уравнений (8) и (10}; 

опредфляя а и Ъ изз уравненфй (8} я вставляя вз уравненте(10), 

получаехь: 

Ул, $) -9. ар 

Уравнен1е (11) есть уравнен1е линейчатой поверхности, всё 06- 

разующя которой параллельны между с0б0ю; такая поверхность, 

хак навфстно, назнвается дилиндризеской во- 

ГЛАЗА ТЕГ. Чисиф 8-ой. 
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зерхноетье. Дифференцируя уравненае (11) пох и по у, въ пред- 

веловев1и, .310:2 есть Функия х и у, опредфляемая этимь урав- 

нензень, инбемз: 

НИ и- 2-Я. ла =@ ист И аа) 
- Я. ту + ра (1-19 )-0, 

Ггд$ через Уи ` / обозначен производняя фувкии ‚Я = ея 
Ы . 1% 

перрону и второму арРунентаиф. Уравненая (12) даютъ нам два 

вуракентя для’ отношеня” у у; условзе ихф совыйотности 
й 4 

иует: вид 
вр 1-м 

1 - пр 29 

озкуда пс совобоРдей1и` от знаненателей получаем: 

тире, (13) 
Уравнен1е (13) есть уравнен1е эъ частныии прозавоявние п, КОтО- 

рое‘ийфеть мото для воякой-цилиндрической поверхности, спре- 

дзляемой уравненлехь (11) ‘при совершенно произвольнонв внаЁ 

Функции” }: Такъ к2кЪ +4,-р,1 пропорифональны восинусамь 

угловъ, обризуеннкутнорналью поверхности 0% осяни координат, 

то уравненте (13) слунит® лить эналитическиие вырзкевтень то- 

16’ факта, ‘что‘нориель” въ оозволЬной тс9к8 пиливдрической 

поверхности лериениикулирна прянолинейной образующей. 

Разснотримъ семейство прямыхь лини 

ы-щ +в), ук зи(#-Х), (19) 
‘проходякихе-черезв данную очну (х,, у, 2, ); семейство это 

ЗЕВИСИТУ ОТ5”ДВухь Произиольныхь параизтровв с’ из ‚ Поксо- 

эдиння во бочлноиони в ви ка 

Ул) =а (35) 
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которое получим» изъ услсвуя, чтоб. прямыя (14) пересвкан 

ли данную направляющую, можсиз: исключить 0х, #8 :83Ъ 8=25- 

уравнен1й (14) а (15). Опредёляя св К #35. уравнокай (14) 

& вставляя вв уравненле (15), получаенв- ур эввен1е 

Ире в 
поверхности, образуемой ик1ями семейства. Поверхиссть эта 

називается конической поверхностью. .а точка 

(>, у, 2,) - ея вертиной; прямолинейния образуют]я кони- 

ческой поверхности вс проходят зерезъ. ея вершину. Урав- 

яен1е (16) можно привеств кь другому виду: оно устанавли- 

Баеть произвольную зависимость между двумя аргументами 

хх. -у. п 9, 
2-2, 2-8 

отсюда непосредственно. сл®дуеть,? что“ пер- 

ВЫЙ аррумхенть или эго обратная величина 
то 

эость произ- 

-х. 
вольная фувкцая стиошен1я обонхь аргументов. Такинв обра- 

30м5 имфемз: 

С о 

Ва оскованли уравнечая (17) 2-%; павнявася однородной. функе 

ци 1-го измёреная двух аргунентоя» и-о та: а полок 

по теорен$ Эйлера, сумма произведен этихъ эргучентов® .н& 

частния производния 7- ` пс соотвфтствующииь ‚арпузевтаия: © 

долина равняться Х-№. Занфзая еще, зто (прожзводния, 2 

- т ы Е и р равня производияиь ло и х зибемъ 

1-4)" (у 
Уравненае- (28) есть уравкене сз чаеёти Чииовроя эводники кота: 

© 
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202 имфетъ мото ‘для всфхт коническихь поверхностей съ вер- 

ВЕНОЙ В$ 70358 (М, & ‚х}. Уравненте (16); при совертенно 

произвольномв вид$ функми у, ЗЛУБИТЪ „СОбЩИМЪ вытегралонз* 

уревнентя (18). Принимая во внимане, зто -р, -а, +1 про- 

пориЁональнн косинусамь углов наклонев]я нормали, легко 

убфядаеноя, что уравнен1е (18} есть не что ивое, какзъ усло- 

в1е перпендикулярности нормали поверхности къ пряиой, соеди- 

вяютей точку 99 с5 вертиной (4, Ж,Х), т.е. кь пря- 

исливейной образующей. 

Мы види уже ($ 4), что цилиндрическая в конизеск1я 

поверхности принадленатя 55 числу роазвертаваюцихоя. Для 

всякой развертиваюнейся поверхности инбетъ нёото уравнен1е 

т -в°=0 65 застннии производкчми 2-го порядка; ово долж- 

но вяполняться между прояиие и для конизескихь и цилиндриче- 

скихъ поверхностей. Не трудно было би нъ этомъ убздиться, 

дифференцируя по х и по у уравнен1я (13) и (18). 

Разсиотринь сенейство кругов, имбюнахь пектря на ка- 

кой-нибудь прямой, которую ирнмемв за ось, ‘и лежащихв в$ 

плоскостяхь, пернендикулярнихе къ этой прямой. Уравненля се- 

мейетва имфютъ вид: 

Р-Н ее уно (19) 

За направляюную возьмемь произвольную кривую въ плоскости, 

опредзляемую уравненляни ° | 

1-0, Ик) - 9. (20) 

Исключая х,у,а изъ четнрех® уравнений (19) в (20), полага- 

ешБ уУ=О ‘во второмв изъ уравневай (19) и получаем х =В; 
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вставляя эзначеня их 85 уравненте (20), яиземз: 

ИА, й)} 2 (21) 

Исключая теперь ви В изъ трехф уравненай (19) и (21), 

полузаенъ уравнен1е | 

УС, ит) =2. (22) 
которое опредёляеть поверхность, образуемуз нашими круга- 

ми. Кривая (20) есть, счевидно, сёчен1е поверхности (22) 

плоскостью Ах. Вудемъ вранать эту кривую околс оби х; 

торда каждая тозке кривой опишет» окружность одного #33 

круговъ нашего земейства, и слфлователь вся кривая опи- 

пезф повеохность (22). Мы видимв тзким$ образоив, зто по- 

верхЕость эта можеть буть об =: [5 5 ована воацен1еиь плоской 

хривой (20) около оси Х. Но этой призин$ поверхность (22) 

назувают$ поверхностью враценая ожс- 

ло оси 9; кривая (20) и вс$ прочая сЗчен1я поверхности 

плоскостями, проходяхими через$ ось #, наз автея ея ие- 

ридтанани, а коуги се 

параллеляы 1. 

Ея ножзо, очевтдно, привестк къ виду 

(Е + т) +0 

2-е у"). (23) 

Диффеоечцируя уравненаа (23) по хи пс у, имёемз: 

ЧлЯ 

р = 2х. и’ +7), дя ру. '" +5°), 

откуда _ ро -е (24) 

Уравневае (24) есть урёвненте оз чаотняии производными лю- 
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№ 

сх ль м 

з 

Денейн 

Касательныя прякыя; касательная плоскость; нормаль; вор- 

Огибающая семейства поверхностей ... 

Развертиваюнтяся поверхности „еее даненнение» 32 

Кривизна линаи на поверхности; теорема Менье (Меизв{ег) 428 

Изодздоваи1е кривизны кормальннхь сё9ен1й въ данной точ- 

Тауссова кривизна поверхности ... 

Образованле поверхностей линлями; поверхности коническ1я 
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бой поверхности вранен]я около оси. Поскотриия, каковъ 

ресхетриз с уравнензя. Ми энаемъ, что. нор- 

каль вр точк$ (х,у,2) поверхностк опредфляется уревненая- 

МИ: 

и и - , 5 = & ях; (25) 

потребузиь, зтобя кооуаль перес$кале ось р. Вь таком 

случай уревненан (25) долин удовлетворяться для 6 ао чо. 

Подставляя эти зкаченуя в$ усавченя (25), нифеиь: 

а е-; 
р 3 

слёдовательно носмаль пеоесфкезть ось Я въ томъ и только 

. х х х ) 
Бф тОхЪ случаз, осли ямБетв мзото равенство - = у ИЛИ 

р 9 

ру - 3х =0, 521000е воть не зто иное, какъ уоэвнен18 (24). 

Ятакъ, иоя1я азоес$казть ось зра- 
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